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Grundlagenfragen, Philosophie, Logik. 


Klein, Fritz: Über gekoppelte Axiomensysteme in der Theorie der abstrakten Ver- 
knüpfungen. Math. Z. 37, 39—60 (1933). 

Verschiedene implizit definierte Verknüpfungen, deren Struktur das Grundgerüst 
mancher mathematischen und logischen Verknüpfungen abgibt, werden betrachtet; 
und zwar werden 3 Axiomensysteme behandelt. Axiome der A-Mengen (d.s. 
Mengen, deren Elemente eine Verknüpfung - gestatten): I. Verknüpfbarkeit beliebiger 
Elemente. II., III. Kommutativität und Assoziativität. IV. Aus a-b=a:b folgt 
d=b'. V. Rechte Einheit existiert. VI. Ausa-b=efolgta=b=e. VII. Zu jedem 
Element a gibt es nur endlich viele Unterelemente & (c-y= a). VIII. Ist c Unter- 
element von @-b und zu.a fremd, so ist c Unterelement von b. — Axiome der 
B-Mengen (Verknüpfung O): B I—IIL, V—VII sind analog A I-III, V, VII, VII. 
Weiter wird gefordert: IV’.aOa=.a. VIII. Wenn a(+e) kein Primärelement ist — 
ein Element, unter dessen Unterelementen genau ein Primelement vorkommt, heißt 
Primärelement —, so gibt es b=a,c=+.a, so daß a=bOc. IX. Von zwei Primär- 
elementen über demselben Primelement ist eines Unterelement des anderen. X. Über 
jedem Primelement gibt es beliebig viele Primärelemente. — Axiome der B’-Mengen 
(Verknüpfungen © und n): B’ I—IIl stellen für beide Verknüpfungen die zu A I—III 
analogen Forderungen; B’ VI—XI fordern für U das Analoge wie B IV—VI,VIII—X. 
Weiter gilt: B’ IV. Aus auvb=afolgt amb=b, und umgekehrt. V.(aub)nc 
= (ame) u (be). — Verf. beweist außer Axiom-Unabhängigkeiten und -Verträg- 
liehkeiten vor allem 2 Gruppen von Sätzen: 1. Zerlegungssätze: Jedes Element 
(=e) einer A-Menge läßt sich eindeutig (bis auf Reihenfolge) als Verknüpfungsprodukt 
__ von Potenzen verschiedener Primelemente darstellen. Wird das »-te Primärelement 
über dem Primelement p (Axiom B IX) mit p” bezeichnet, so gilt der gleiche Satz für 
die B-Mengen. Betr. Zerlegungssatzes für Mengen vom B’-Typ vgl. man des Verf. 
Arbeit Math. Ann. 106; dies Zbl. 3, 291. — 2. Koppelungssätze (diese stützen sich 
auf die Zerlegungssätze): Jede B’-Menge ist in bezug auf U eine B-Menge und läßt sich 
durch bestimmte, von U ausgehende Definition einer neuen Verknüpfung als A-Menge 
interpretieren; umgekehrt: jede B- bzw. A-Menge läßt sich durch bestimmte, von der 
gegebenen Verknüpfung ausgehende Definition einer bzw. zweier weiteren Verknüpfun- 
gen als B’-Menge interpretieren. Arnold Schmidt (Göttingen). 

Kalmär, Läszlö: Über die Erfüllbarkeit derjenigen Zählausdrücke, welche in der 
Normalform zwei benachbarte Allzeichen enthalten. Math. Ann. 108, 466—484 (1933). 

Die Arbeit gibt für den im Titel angeführten Fall eine Lösung des Entscheidungs- 
problems, die sich nicht wesentlich von der in Erg. math. Kolloqu. 1932, H. 2, 27 
vom Ref. skizzierten unterscheidet. Nach einem für den Fall eines Allzeichens von 
W. Ackermann in Math. Ann. 100, 647 angegebenem Verfahren wird das Problem 
zunächst auf das entsprechende für Ausdrücke der Form 
(z,) (2,) (Ex;) (Ex,) . .. (Ex) K(aı - - - Zn) (*) 
zurückgeführt. Kommen in $ die Funktionsvariablen F,,F,...F, vor und ist J eine 
beliebige Menge, so versteht Verf. unter einem „Modell über /“ ein System von im 
Individuenbereich I definierten Funktionen ®,, ®,... ®,, welche resp. dieselben 
Leerstellenanzahlen haben wie F,,F,...Fı; ferner unter einer „Tabelle k-ter Ord- 
nung‘ ein Modell über der Menge der nat. Zahlen <k. Ist M ein Modell über / und 
sind a, @,...4; beliebige Elemente aus I, so bezeichnet Verf. mit [M la, 9 ... ap] 
diejenige Tabelle k-ter Ordnung, deren Funktionen für irgendwelche Zahlen 2, 14...% 
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(< k) als Argumente dieselben Wahrheitswerte ergeben, wie die entsprechenden 
Funktionen aus M für. a, 4;...%,. . Ferner bedeute 8 (M, 2... x.) den Aus- 
druck, welcher aus $ entsteht, wenn man die F, durch die Funktionen des Modells M 
ersetzt. Ist nun M ein die Formel (*) erfüllendes Modell über 7, und bildet man die 
Menge I derjenigen Tabellen n-ter Ordnung, welche man erhält, indem man 
in [M |a,a,...@,] für aya,...a, alle solchen n-Tupel ans / ‚setzt, für welche 
K$(M, a, Ay... @,) gilt, so hat T folgende vier Eigenschaften: I. Für jedes TezZ gilt 
$(T,1,2...n). O.It T,eZundvy„v=1,2...n;v =F 9,80 gibt es eine Tabelle 
T&X derart, daß [7 |1,2]=[F,|»,»v’/]. Hl.Ist T,eT, so gibt es eine Tabelle 
T’e&, sodaß [7’ |1]=[7, |1Jund ”=[T’|1,1,3,4...n]. IV. Ist T, ET, T,eT, 
so gibt eine Tabelle TeT, sodaß [7 |1J=[7, |1Jund [7 2]=[T; | 1]. Die Existenz 
einer nicht leeren Menge T von Tabellen n-ter Ordnung mit diesen Eigenschaften er- 
weist sich aber für die Erfüllbarkeit von (*) auch als hinreichend. Da es nur endlich 
viele Tabellen n-ter Ordnung gibt, ist damit ein Entscheidungsverfahren gegeben. 
K. Gödel (Wien). 

Huntington, Edward V.: Boolean algebra. A correetion. Trans. Amer. Math. Soc. 
35, 557—558 (1933). 

j Das erste der 4 neuen in Trans. Amer. Math. Soc. 35, 274—304, dies. Zbl. 6, 242 
angegebenen Axiomensysteme für die Algebra der Logik enthält ein nunmehr als ab- 
hängig erkanntes Axiom. Arnold Schmidt (Göttingen). 

Cassina, Ugo: Su la logiea matematica di &. Peano. Boll. Un. Mat. Ital. 12, 57 
bis 65 (1933). 

This is a hymn of praise for Peano, written by one of his pupils, occasioned by the 
appearance of a review by B. Levi of the work of that author in the preceding number 
of the same Bulletin. The author summarizes the logical system of Peano with special 
reference to the Formulavie of 1897; this summary consists of a statement of the primi- 
tive ideas and propositions, together with some brief quotations from Peano’s earlier 
writings relating to the significance of definitions, proofs and the like. The author then 
makes two general remarks concerning the work of Peano. The first of these is to the 
effect that the Peanese logie, being a general theory of deduction, contains no existence 
postulates; and that the non-appearance of the propositions ix = x is to be explained 
because it has essentially that character. The second is a brief statement of three main 
periods in Peano’s career. Haskell B. Curry (State College, Pennsylvania). 

Levi, Beppo: Intorno alle vedute di G. Peano eirca la logiea matematiea. (A propo- 
sito del precedente articolo del prof. Ugo Cassina.) Boll. Un. Mat. Ital. 12, 65—68 (1933). 

Taking exception to the preceding paper of Cassina, the author points out that 
the drift of Peano’s ideas was away from the algebraic aspect of symbolie logie toward 
the ideographie — 1.e. as his thought developed his main interest became the con- 
struction of a symbolism for representing the logical notions in mathematical proofs 
with great exactness. The author also emphasizes that there is a difference between 
such notions as “substitution”, “variable”, etc. which are not properly “primitive 
ideas”, but words for intuitive notions supposed to be understood by the reader. It 
is therefore not a true representation of Peano’s theory to exhibit it as a formal theory, 
especially with such notions as these among the primitive ideas. The author also takes 
exception to the remark at the end of Cassina’s paper, but does not go into a discussion. 

Haskell' B. Curry (State College, Pennsylvania). 


Algebra und Zahlentheorie. 


Jollitfe, A. E.: An identity eonneeted with a polynomial algebraie equation. J. 
London Math. Soc. 8, 82—85 (1933). 


Eine wiederholte Anwendung des Rolleschen Theorems zeigt, daß, wenn das 
n et 


Polynom f(x) = a — N) pa i4 (%) Pa "2 — ... +(— 1)" 9, nur reelle Null- 
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stellen hat, keine der Zahlen 9! — p,_, Pr;1 negätiv ausfällt, Nachdem schon R. F. 
Muirhead [Proe. Edinburgh Math Soc. 21, 156—157 (1902)] und J. Dougall [ebenda, 
24, 68 (1905)] die Ausdrücke p} — P,_, Pr+1 explizit als Funktion der Nullstellen dar- 
gestellt hatten, aus der ihre Nichtnegativität abzulesen war, wird hier für sie eine neue 
Darstellung als Quadratsumme von einfachen Verbindungen der Nullstelle gegeben. 
Der Übergang zu den früheren Formeln ist leicht zu bewerkstelligen. Grell (Jena). 

La Menza, F.: Über die Berechnung der einfachen symmetrischen Funktionen der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung. Bol. Semin. mat. Argent. 3, 111-114 (1933) 
[Spanisch]. 

Bronowski, J.: The sums of powers as simultaneous eanonical expressions. Proc. 
Cambridge Philos. Soc. 29, 245—256 (1933). 

Fortsetzung von dies. Zbl. 6, 99, Bezeichnung wie dort. Beantwortet wird die 
Frage: Unter welchen Voraussetzungen kann man die h(r + 1) Größen a,, und die hm 
Größen A, (t=1,...,m) so bestimmen, daß die allgemeinen Formen n-ter Ordnung 
male... Feyimen sie. 52, ın der’ Gestalt: 

er Al A Van 
FO-AMyE + HE HABT HL... +49,  (=l...,m) 
geschrieben werden können ? Dabei wird vorausgesetzt, daß die Zahl der verfügbaren 
Konstanten mit der Zahl der in den F auftretenden Konstanten übereinstimmt. Die 
Lösung wird geometrisch interpretiert. E. A. Weiss (Bonn). 
© Hasse, Helmut: Höhere Algebra. Bd. 1. Lineare Gleichungen. 2., verb. Aufl. 


(Sammlung Göschen. Bd. 931.) Berlin u. Leipzig: Walter de Gruyter 1933. 152 8. 
geb. RM. 1.62. 


Sehrutka, Lothar v.: Neue Gestalten des Produkts zweier Determinanten. Mh. Math. 
Phys. 40, 153—160 (1933). 

An den üblichen Beweis des Satzes über die Multiplikation von Determinanten 
anknüpfend, werden Darstellungen des Produkts durch Determinanten einer jeden 
Ordnung von n bis 2n gegeben. Diese Darstellungen werden auch auf den Fall des 
Produkts von Determinanten verschiedener Ordnungen übertragen. Nach I. Schur 
wird der Beweis besonders einfach in der Schreibweise des Matrizenkalküls. Die Sätze 
gehen auf Sylvester und Spottiswoode zurück. Otto Szasz (Frankfurt a. Main). 

Rutherford, D. E.: On the rational solution of the matrix equatinSX=XT. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 36, 432—442 (1933). 

Die Lösung der Matrixgleichung SX = XT kann auf die Lösung der Gleichung 
B„Y = YB,, zurückgeführt werden, wo B, und B,, „Begleitmatrizes‘ sind, die als 
Kästchen in 8 oder 7 vorkommen. Die Lösung dieser Gleichung kann nach Verf. [Proc. 
35, 870 (1932)] in der Form 


Y= AT ERES YyB+ ar ZB) 


vollständig angegeben werden, aber die Zahlen y,,.. :, Y, sind für n < m nicht belie- 
big wählbar. Es wird nun angegeben, wie viele unter ihnen beliebig wählbar sind und 
wie sich die übrigen linear durch diese ausdrücken. van der Waerden (Leipzig). 


Cooke, Richard 6.: Some solutions of the matrix equatiin AX— XA = 1. J. Lon- 
don Math. Soc. 8, 107—109 (1933). 


Gibt man für n=1,2,... a,, beliebig und a„_,,n + 0, sonst beliebig, vor, so 
kann man eine unendliche Matrix X mit diesen Koeffizienten und eine andere & an- 
geben, die die Gleichung AX — ZU = & lösen. Köthe (Münster). 


Sokolnikoff, Elizabeth $.: Matriees conjugate to a given matrix with respect to its 
minimum equation. Amer. J. Math. 55, 167—180 (1933). 

Let M be a matrix, with elements in a complex number field F, whose minimum 
equation g(z) = 0 is of degree m and has the g distinct roots 01, 03 - - -» 02 Of respective 
multiplicities 72], 79, . - ., 7%y. The matrices M,, M;,..., Mm-ı are said to form a 
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set conjugate to M if (I) each M; is a polynomial in M with coefficients in the field 
obtained by adjoining to F the g, and the n,-th roots of unity, and if (II) each elemen- 
tary symmetric function of M,M,,.- ., Mm-ı 18 the product of I by the corresponding 
elementary symmetric function of the roots of ıaD)—0. It follows that the minimum 
function of each M; divides g(x). The paper is mainly devoted to the study of a par- 
ticular set of conjugates R,, Rz, .. ., Rn-ı formed from the Jordan normal form 
R, of M by the use of roots of unity. It is shown that if the o’s are of the same multi- 
plieity N O(R,) =&, 0-4 ge a > ae: Emo"; R= &(R)); Ru= O*(R,). 
If R, has m distinct roots r;, or just one root of multiplicity 2 and the others simple, 
the R,; form a set of basal numbers for a linear algebra over # (r) ifa certain inequality 
is satisfied. Under no other conditions does such an algebra exist. If it exists, it has 
a principal unit. Mac.Duffee (Columbus). 

Eddington, A. $.: On sets of anticommuting matriees. II. The factorization of 
E-numbers. J. London Math. Soc. 8, 142—152 (1933). 

Die Betrachtungen beziehen sich auf die vollständige Matrixalgebra 4. Grades 
über dem komplexen Zahlkörper. Es wird eine Basis für diese Algebren zugrunde 
gelegt, bestehend aus 16 Matrizes H,„, (,9=0,1,...,5)undZE,= mit E,„=—E,,, 
ER, = —1 und Vertauschungsrelationen [I. vgl. J. London Math. Soc. 7, 58 (1932)], 
aber die Ergebnisse sind invariant bei der Transformation T’’= PTP-1, also 
von der Basis unabhängig. Eine Matrix 7 heißt rein, wenn sie den Rang 1 hat, also 
als Produkt Spalte x Zeile darstellbar ist: T= yo*. Die „Bigenfaktoren“ o* und 
w sind bis auf Zahlenfaktoren eindeutig durch 7 bestimmt. Es wird bewiesen: Eine 
Matrix T mit Spur o=-O ist dann und nur dann rein, wenn 0"! T idempotent ist. Als 
Normalform, in die jede reine Matrix mit Spur # 0 transformiert werden kann, wird 


angegeben AR 


mM(Ea + Eau + Eo + Ey) = ‘ (PP O0). &ß = 2im 
0 
Statt der Matrizes Ej3, Eya, Eso, Hı, Kann man irgend 4 andere wählen, welche linear 
unabhängig sind und deren Quadrate gleiche Skalare sind; die Summe von 4 solchen 
Matrizes ist entweder rein oder wird es durch Umkehrung des Vorzeichens eines Sum- 
manden (vgl. dies. Zbl. 3, 337). van der Waerden (Leipzig). 

Dubreil, P.: Sur quelques propriötes de la fonetion earaeteristique de Hilbert. ©. R. 
Acad. Sci., Paris 196, 1270—1272 (1933). 

Die Funktion (a, !) gibt für das homogene Polynomideal a (mit n Veränder- 
lichen) die Zahl der linear unabhängigen Formen I!-ter Ordnung, welche in a enthalten 
sind. Verf. betrachtet das homogene Ideal a mit n— 1 Veränderlichen, das erzeugt 
wird von den Formen, welche man bekommt, wenn man in allen Formen von a eine 
der Veränderlichen durch O ersetzt. Wenn man über die Koordinaten eine stets ge- 
stattete Annahme macht, kann man den folgenden Satz beweisen: Die notwendige 
und hinreichende Bedingung, damit die Gleichheit @(a, l) = p(a, l) — p(a,1— 1) 
für alle Werte von I gelte, ist, daß das Ideal a keine uneigentliche Komponente besitze. 
(Eine uneigentliche Komponente ist eine dem Primideale (z,, &3, . - ., 2,) entsprechende 
Primärkomponente.) — Weiter gibt Verf. die folgenden Sätze: Wenn die Form ® in 
keinem der den Primärkomponenten des homogenen Ideales m entsprechenden Prim- 
ideale enthalten ist, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung, damit das 
Ideal (m, ®) keine uneigentliche Komponente zulasse, daß in selbst keine uneigentliche 
Komponente zulasse. Wenn die Ideale m und m keine uneigentlichen Komponenten 
zulassen, ® in gewissen Primärkomponenten von m enthalten ist und zu keinem der 
Primideale der anderen Primärkomponenten von ım gehört, und m, das kleinste ge- 
meinschaftliche Vielfache dieser letzteren Komponenten ist, so ist die notwendige und 
hinreichende Bedingung, damit das Ideal (m, ©) keine uneigentliche Komponente zu- 
lasse, daß m, deren keine zulasse. — Von den verschiedenen möglichen Anwendungen 
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des erstgenannten Satzes nennt Verf. die folgende: In einer Ebene betrachtet man 
ein Punktsystem und das Ideal a der Formen F(z,, &,, z,), welche in diesen Punkten 
verschwinden; sei & die minimale Ordnung dieser Formen und b die Zahl der Formen, 
welche in einer Minimalbasis vorkommen, so ist b<a-1. G. Schaake. 

Littlewood, D. E.: On the classifieation of algebras. Proc. London Math. Soc., 
II. s. 35, 200—240 (1933). 

Sind n Elemente e,,e,,...,e, gegeben und bildet man unter Beachtung des 
assoziativen aber nicht des kommutativen Gesetzes der Multiplikation alle möglichen 
Produkte der e;, definiert sie als linear unabhängig über dem Körper der komplexen 
(reellen) Zahlen, so bilden die endlichen Summen o + Dei Kr era, und Grr..r 
komplex (reell), die „general polynomial algebra of Class r“. Man erhält daraus neue 
Algebren, im allgemeinen auch von unendlichem Rang, wenn man den Restklassen- 
ring dieser Algebra nach einem von mehreren Polynomen in den e; erzeugten zweiseitigen 
Ideal bildet. Der kleinste Grad der Basispolynome des Ideals heißt der Grad der Al- 
gebra. Die Algebren der Klasse 1, die so erhalten werden, sind kommutative hyper- 
komplexe Systeme endlichen Ranges. Jede halbeinfache Algebra über den komplexen 
(reellen) Zahlen besitzt die Klasse 2, d.h. ist Restklassenring der general polynomial 
algebra of Class 2. Die Algebra unendlichen Ranges der Klasse 2, die durch die Rest- 
klassen nach der definierenden Relation pe — xp = 1 gebildet wird, wird genauer 
untersucht. Die einzigen zweiseitigen Ideale sind Null- und Einheitsideal, nur die 
Konstanten haben Inverse, es sind keine Nullteiler vorhanden, alle Elemente sind 


eindeutig in der Form a, 2” 2” darstellbar. Der Quotientenring kann konstruiert 
m,n=1 
werden und ist eine Divisionsalgebra. Schließlich wird versucht, einen Überblick über 
die Algebren der Klasse 2 vom Grad 2 zu bekommen. Die Typen werden alle aufgestellt 
in dem Fall, daß nur eine definierende Relation vom Grad 2 vorhanden ist, falls mehrere 
vorhanden sind, ergibt sich in manchen Fällen eine schwer übersehbare Menge von 
Möglichkeiten. Köthe (Münster). 
Carlitz, Leonard: On the representation of a polynomial in a Galois field as the 
“sum of an even number of squares. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 397—410 (1933). 
Es seien &,),..., &g Bis -- +» Ps Elemente eines Galois-Feldes GF(p"), so daß 
v=%4+ fi# 0 ist. Es sei F ein normiertes Polynom in einer Unbestimmten über 
GF(p") (d.h. mit Anfangskoeffizient 1). Dann wird gesucht: (A) Wenn F von geradem 
Grad 2k und y=Yyı+ Ya + ---+Ys # 0 ist, die Anzahl der Lösungen von 
yF=aX+BYi+ Yu 1 (1) 
in normierten Polynomen X,, Y; vom Grade k. (B) Wenn F von beliebigem Grad < 2% 
ist und & + 0, die Anzahl der Lösungen vnaf =, N + PB Yi +: +8,+BY: 
in normierten Polynomen X,, Y; vom Grade k. Die gesuchte Anzahl wird im Fall (A) 


gegeben durch ME Mk 
ee DI 
M/F M/F 


wo m den Grad von M bezeichnet und die Summation sich über alle normierten Teiler M 
von F erstreckt, die den angegebenen Bedingungen (m > k bzw. m = k) genügen, und 
wo e=-J, je nachdem, ob (1) %,...%ßı...ß, ein Quadrat ist oder nicht. 
Im Fall (B) erhält man einen ähnlichen Ausdruck. Die benutzte Methode ist elementar. 
van der Waerden (Leipzig). 

Latimer, Claiborne G.: On the elass number of a eyelie field. Trans. Amer. Math. 
Soc. 35, 411-417 (1933). 

Let F be a field of degree E which is eyclic with respect to the rational field. Let 
e= E or E/2 according as F is real or imaginary, and let n=e— 1. Let s be a gener- 
ator of the (eyclic) Galois group of F. Let 71,2... be a fundamental set of 


unıts, and let s(n,) = neh Kia ee, Nr E 
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where u. is a root of unity and the &’s are rational integers. Let © be the set of all poly- 
omlals' with rational integral coeffieients in the nth order matrix A = (&,,). I£ F is 
real, let H be the class number of F, and if F is imaginary let H be the absolute value 
of Gut’s second factor of-the class number. [Gut, Comment. math. helv.1, 160 (1929).] 
Then H = N(t)/N (KR), where N($) is the norm of a non-singular ideal Kin (0) and 
N (x) is the norm of a prineipal ideal {r} in ©, 7 being an element in &. If F is the field 
defined by a primitive mth root of unity, m an odd prime, then +4 is Kummer’s second 
factor of the class number. If e is an odd prime, H=N(%), where £ is an ideal in the 
field defined by a primitive eth root of unity. MacDuffee (Columbus). 

@ Hasse, Helmut: Klassenkörpertheorie. Ausarbeitung einer Vorlesung vom 
Sommersemester 1932 und eines Teiles der Fortsetzung vom Wintersemester 1932/33 
an der Universität v. Wolfgang Franz unter Mitwirkung v. Lotte Elsner u. Waldemar 
Kirsten. Marburg: 242 8. 


Diese Vorlesung zeigt, wie stark sich die Klassenkörpertheorie seit dem bekannten Bericht 
des Verf. (1926/1927 bzw. 1930) — und unter dem Einfluß dieses Berichtes — fortentwickelt 
und vereinfacht hat, wenn auch dieser Prozeß noch keineswegs abgeschlossen ist. Im Gegen- 
teil, es ist zu vermuten, daß gerade diese Vorlesungsausarbeitung in ähnlichem Sinn wirken 
wird wie früher der Bericht. Die sehr viel leichtere Lesbarkeit — es handelt sich im Grund um 
ein Lehrbuch — macht zugleich auch den weniger speziell Vorgebildeten ein Eindringen möglich, 
zumal auch die unentbehrlichen Grundlagen — galoissche Theorie, Dedekind-Hilbertsche 
Theorie, elementare Theorie der Dirichletschen Reihen — mit ausgeführten Beweisen gegeben 
sind. — Die Vereinfachungen im Aufbau sind in zwei Richtungen möglich: entweder mög- 
lichstes Zurückdrängen: der transzendenten Beweismethoden, wie das Chevalley (dies. Zbl. 3, 
387) skizziert hat; oder umgekehrt starke Heranziehung dieser Methoden im Hauptteil, also 
beim Beweise des Umkehrsatzes. Die Vorlesung geht den zweiten Weg, zum Teil im Anschluß 
an Vorträge, die Artin Frühjahr 1932 in Göttingen gehalten hat. Daß der Umkehrsatz 
im Mittelpunkt der Theorie steht — oder schärfer gefaßt das Reziprozitätsgesetz — und daß 
der Existenzsatz eine rein arithmetische Folgerung davon ist, ist auch erst eine Erkenntnis 
der letzten Jahre. — Der Inhalt der Vorlesung ist der folgende: Nach den oben erwähnten 
Grundlagen in I ($ 1—4) bringt II ($ 5—11) den analytischen, III ($ 12—23) den arithmetischen 
Teil der Klassenkörpertheorie, ein Anhang die Theorie der Einheiten. Im analytischen Teil 
stehen die Dichtebetrachtungen im Mittelpunkt; dabei ist der Beweis für die (in vielen Fällen 
ausreichende) Existenz der Dichte der Ideale einer Klasse — es handelt sich im folgenden 
immer um Kongruenzklasseneinteilung — losgelöst von dem erst nachher bestimmten expli- 
ziten Ausdruck, d. h. Existenz und Berechnung des Inhalts des in Betracht kommenden Be- 
reichs gesondert. Eine weitere wichtige Vereinfachung ist durch die (zuerst von Artin be- 
merkte) Tatsache gegeben, daß ein wesentlicher Teil des Satzes von der arithmetischen Pro- . 
gression sich schon an dieser Stelle beweisen läßt: der Satz gilt für die Klassengruppe A/H, 
wo H die K/k zugeordnete Idealgruppe bedeutet (d.h. bei.Realisierung durch einen Ideal- 
modul m übergeht in die Gesamtheit der Strahlklassen, die zu m prime Idealnormen aus K/k 
enthalten). Es ist das wesentlich eine andere Fassung der bekannten transzendenten Ab- 
schätzung A <n, wo h der Index von A/H. Die Existenz des Klassenkörpers sagt dann aus, 
daß sich jede Kongruenzklasseneinteilung als ein solches A/H nach geeignetem (abelschen) 
K/k auffassen läßt, und damit die Allgemeingültigkeit des Satzes von der arithmetischen Pro- 
gression. Auch die Existenz der allein durch K/k bestimmten, vom Erklärungsmodul unab- 
hängigen zugeordneten Gruppe A/H fehlte noch im Bericht; sie findet sich erst in späteren 
Arbeiten von Hasse und bedeutet. eine weitere, vor allem logische Vereinfachung. Mit ihrer 
Hilfe läßt die Takagische Klassenkörperdefinition sich durch die invariante, d.h. vom Er- 
klärungsmodul unabhängige, ersetzen: K/k ist Klassenkörper zu einer Idealgruppe H, wenn 
diese zugeordnet, und wenn A = n. Weiter findet sich hier noch eine gleichwertige analytische, 
auf Artin zurückgehende Definition, die statt der Indexrelation fordert, daß die Primideale 
aus H — bis auf Ausnahmen von der Dichte Null — voll zerfallen. Die Artinsche Definition 
ergibt direkt den wichtigen, auf Hasse zurückgehenden Verschiebungssatz, der sich in der 
hier gewählten Anordnung als das kräftigste Hilfsmittel erweist. — Der arithmetische Teil 
bringt in den Indexabzählungen als Vereinfachung vor allem das Herbrandsche Reduktions- 
prinzip, wonach für gewisse, durch sich gegenseitig annullierende Operatoren gekennzeichnete 
Gruppen der Indexquotient sich beim Übergang zu Untergruppen von endlichem Index nicht 
ändert. Das wird verwandt bei der (zyklischen) Klassenkörpertheorie im Kleinen und beim 
Satz vom Einheitenhauptgeschlecht. Besonders der Beweis des letzteren erfährt damit, bei 
gleichzeitiger Einführung einer Basis von konjugierten Einheiten — Satz von Minkowski in 
der von Herbrand gegebenen Verallgemeinerung — eine ganz wesentliche Vereinfachung. 
Entsprechend tritt bei der Klassenkörpertheorie im Kleinen der von Deuring (dies. Zbl. 5, 6) 
allgemein bewiesene Satz von der Körpernormalbasis auf. Eine zweite, auf Hasse zurück- 
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gehende und hier zuerst publizierte Vereinfachung zeigt, wie sich endliche und unendliche 
Stellen trotz der verschiedenen Art der Bewertung weitgehend gleichmäßig behandeln lassen: 
Betrachtet man statt der zu m primen Ideale die dazu isomorphe Faktorgruppe a/e aller Ideale a 
nach der durch die Primideale von m erzeugten Gruppe e, so läßt sich das auch auffassen als 
Faktorengruppe aller „Divisoren‘‘ nach der Untergruppe der aus den Primstellen von m und 
den unendlich fernen Stellen erzeugten Divisoren. Dementsprechend sind z. B. als ‚‚modi- 
fizierte‘“ Einheiten solche Zahlen zu bezeichnen, die höchstens in diesen Stellen von Null ver- 
schiedene Ordnungszahlen besitzen. Wie im Anhang gezeigt, gelten für die modifizierten Ein- 
heiten alle Tatsachen wie für die gewöhnlichen, insbesondere auch der Herbrandsche Satz in 
formal genau der gleichen Fassung. Aber erst diese Auffassung ergibt die obenerwähnte 
volle Trennung von Klassenkörpertheorie im Kleinen und Einheitenhauptgeschlecht bei der 
Indexberechnung. Für die Klassenkörpertheorie im Kleinen kennt man unterdes eine von 
Indexberechnung freie, völlig durchsichtige hyperkomplexe Begründung (dies. Zbl. 6, 152 und 
Chevalley 6, 292); es erscheint sehr möglich, daß auch die beiden übrigen Schritte der Index- 
berechnung sich ähnlich hyperkomplex deuten und begründen lassen. — Weiter sei erwähnt, 
daß das dem Beweis des Reziprozitätsgesetzes zugrunde liegende ‚„‚Artinsche Lemma“ — Existenz 
gewisser rel.-zyklischer Kreiskörper — jetzt elementar arithmetisch bewiesen wird. Beim 
Reziprozitätsgesetz selbst werden, nach einem Gedanken von Chevalley, zwei Hilfskörper 
zur Überkreuzung der Klasseneinteilung zugrunde gelegt. Der Beweis des Existenzsatzes 
wird, rein arithmetisch, nach Herbrand-Chevalley (dies. Zbl. 3, 3) geführt. Den Abschluß 
bildet ein neuer Beweis der Führer-Diskriminantenformel, beruhend auf einer allgemeinen 
Normenresttheorie auch im nichtabelschen Fall. Hilfsmittel sind außer der Klassenkörper- 
theorie im Kleinen Relationen zwischen Normen und Spuren, wodurch sich mit der Dedekind- 
schen Differentendefinition arbeiten läßt. E. Noether (Göttingen). 


Gruppentheorie: 
Taussky, 0.: Zur Axiomatik der Gruppen. Erg. math. Kolloqu. H. 4, 2—3 (1933). 


Got, Th.: Proprietes generales des groupes discontinus. Mem. Sci. math. Fasc. 60, 
1—62 (1933). 

This paper repeats the usual exposition of the elements of the theory of countable 
groups of linear transformations in the complex plane. On p. 49 we find the following 
theorem of interest: The necessary and sufficient conditions for such a group to have a 
fundamental domain in a certain region of the complex plane are the following: 1° There 
is no infinitesimal transformation, and: 2° The linear functions defining the trans- 
formations form a normal family of functions in that region. van Kampen. 


Sommerville, D. M. Y.: On the relations between the rotation-groups of the regular 
polytopes and permutation-groups. Proc. London Math. Soc., II. s. 35, 101—115 (1933). 
_ Gruppen von Drehungen in sich von regulären Polyedern im n-dimensionalen 
Raum werden näher untersucht (u.a. invariante Untergruppen und [mehrstufige] 
Isomorphie mit symmetrischen und alternierenden Permutationsgruppen). Insbeson- 
dere werden für n—= 3 und 4 die Elemente der Gruppen nach ihren Ordnungen und 
teilweise auch nach ihren Klassen eingeteilt und die zugehörigen Drehungen geome- 
trisch charakterisiert. Magnus (Frankfurt a. M.). 


Sorrentino, Angela: Sulla distribuzione delle sostituzioni del gruppo alterno nei 
sottogruppi fondamentali. I. Atti Accad. Gioenia Catania 19, mem. 15, 1—15 (1933). 

L’autrice considera il gruppo alterno @ delle sostituzioni sopra n elementi, denota 
con @s il sottogruppo di @ formato dalle sostituzioni di @ commutabili con una data 
sostituzione 8 di@, con J; il centrale di Gy e con Is l’insieme delle sostituzioni di @ che 
sono commutabili soltanto con le sostituzioni di @3. Seguendo la terminologia intro- 
dotta da M.Cipolla nei suoi lavori sulla struttura dei gruppi d’ordine finito [per la 
bibliografia efr. il lavoro di V. Amato, citato piü sotto], ’autrice chiama: G's „sotto- 
gruppo fondamentale“, Js „sottogruppo abeliano fondamentale‘“ e Ig „sistema fonda- 
mentale“ di @; e, come ha giä fatto V. Amato per il gruppo totale [Note Esereit. Mat. 6, 
30-42, 75—81 (1931); cfr. Zbl. 4, 51], studia la distribuzione delle sostituzioni del 
gruppo alterno @ nei sottogruppi fondamentali nonche la struttura dei corrispondenti 
centrali e dei relativi sistemi, determinando, in particolare, l’ordine di @s, Jg € Is, e 
riunendo in una tabella i principali risultati. M. Cipolla (Palermo). 
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Brahana, H. R.: Groups {S, T} whose eommutator subgroups are abelian. Trans. 
Amer, Math. Soc. 35, 386—396 (1933). 

Die Gruppen @ von 2 Erzeugenden S, T mit abelscher Kommutatorgruppe H 
und $?P = T2=1 (peine Primzahl > 3) werden untersucht. Es werden bei gegebenem p 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für angegeben, indem alle als 
Kommutatorgruppe von @ möglichen Gruppen H von Primzahlpotenzordnung auf- 
gesucht werden, und indem gezeigt wird, daß mit zwei möglichen ‚Untergruppen H, 
H, von relativ primen Ordnungen auch eine solche Gruppe @ existiert, für die 7 das 
direkte Produkt von H, und H, ist. Das Zentrum von @ besteht nur aus dem Ein- 
heitselement. Magnus (Frankfurt a. M.). 

Birkhoff, Garrett: A theorem on transitive groups. Proc. Cambridge Philos. Soc. 
29, 257—259 (1933). 

6 sei eine transitive Untergruppe der symmetrischen Gruppe ©, in n Symbolen 
1,2,...,n. © seiihr Normalisatorin ©,, ©’ die Gruppe aller mit © elementweise ver- 
tauschbaren Elemente von ©,. ©’ ist Normalteiler von ©. Dann erkennt man leicht: 
&/&” ist 1— 1-isomorph zu einer Untergruppe der Automorphismengruppe von ©, 
die aus Automorphismen besteht von der Form: @1&@’-!, wo G@’ Element von & 
ist. Diese Automorphismengruppe hat noch eine weitere Eigenschaft. Bedeutet 9; die 
Untergruppe aller der Elemente von ©, die das Symbol : fest lassen, so vertauschen 
ihre Automorphismen die Gruppen $,; untereinander. Eine nähere Untersuchung zeigt, 
daß diese Automorphismen von selbst von der Form @1&@’-! sind, wenn sie nur 
die Gruppen 9; vertauschen. Bedeutet ferner N; den Normalisator von 9; in ©, so 
ist &’ 1— 1-isomorph zu N,/$,. Ist also © sogar primitiv, so sieht man leicht, daß 
6&’=1 ist und der oben erwähnte 1 — 1-Isomorphismus für die ganzen Gruppen ©’ 
besteht. St. Pietrkowski (Leipzig). 


Sinkov, Abraham: Families of groups generated by two operators of the same order. 
Trans. Amer. Math. Soc. 35, 372—385 (1933). 

Gewisse Gruppen @ von zwei Erzeugenden S,, S,, die dieselbe Ordnung n besitzen, 
und für die die von den n— 1 Elementen 8 855 "*(a=]1,...,n— 1) erzeugte invariante 
Untergruppe H abelsch ist, werden untersucht; sie besitzen bei geeigneter Wahl der 
Relationen für Z die genaue Ordnung nm" -*, wobei m die beliebig wählbare Ordnung 
von 8,8%! und % der größte Teiler von » ist, für den (8, $3 "1 —=1, kz= n ist; 
k ist als beliebiger Teiler von n wählbar. Die Ordnung des Zentrums und der Index 
der Kommutatorgruppe von @ sind beide im allgemeinen gleich (m, n/k). Magnus. 


Kampen, Egbert R. van: On some lemmas in the theory of groups. Amer. J. Math. 
55, 268—273 (1933). 

Der Satz von O.Schreier [Abh. math. Sem. Hamburg. Univ.5, 164 (1927)] 
über „die Existenz des freien Produktes mehrerer Gruppen mit vereinigten Unter- 
gruppen“ wird in einer etwas anderen, inhaltlich gleichwertigen Formulierung zusam- 
men mit einigen Konsequenzen dieses Satzes auf sehr einfache Weise bewiesen. Die 
Methode besteht darin, daß jeder Ausdruck aus den Erzeugenden einer Gruppe, der 
auf Grund der definierenden Relationen derselben gleich dem Einheitselement ist, ein 
ebener einfach zusammenhängender Komplex aus Punkten, Strecken und ebenen 
Polygonen zugeordnet wird; der eindimensionale Teilkomplex desselben wird nach 
ähnlichen Prinzipien konstruiert wie das Dehnsche Gruppenbild. Magnus. 


Waerden, B. L. van der: Stetigkeitssätze für halbeinfache Liesche Gruppen. Math. 
2. 36, 780-786 (1933). 

Während bekanntlich eingliedrige Gruppen und sogar (nach einem vom Verf. 
mitgeteilten Beispiel von J. von Neumann) halbeinfache Liesche Gruppen unstetige 
Automorphismen besitzen können, beweist Verf., daß jede kompakte halbein- 
fache Liesche Gruppe & lauter stetige Automorphismen besitzt, und 
daß jeder Isomorphismus zwischen zwei solchen Gruppen stetig ist. In einer etwas 


\ 
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anderen Formulierung besagt der Satz, daß dietopologischen Beziehun gen zwischen 
den Elementen einer solchen Gruppe eindeutig durch das Zusammensetzungs- 
gesetz, also rein gruppentheoretisch, bestimmt sind. Ist nämlich A ein beliebiges, 
nicht zum (diskreten) Zentrum einer solchen Gruppe gehöriges Element, und ist M (A) 
die Menge aller Produkte 


OB AB;T AI) CH", 


INSs 


® 


wo die B,; und , irgendeine Umgebung der Eins durchlaufen, so enthält M(A) eine 
Umgebung der Eins, während aus der Kompaktheit allein schon folgt, daß M(A) 
für der Eins genügend benachbarte Elemente A in einer beliebig kleinen Umgebung 
der Eins enthalten ist. Der Beweis der zuerst genannten Behauptung gelingt mittels 
Betrachtung des Vektors d (und seiner Transformierten in der adjungierten Gruppe), 
der für B,— 1 die Geschwindigkeit darstellt, mit der die Kurve B,A B;!A-! durch- 
laufen wird, wenn B, mit von Null verschiedener Anfangsgeschwindigkeit eine ein- 
gliedrige Untergruppe durchläuft. (Der Beweis wird für einfache Gruppen geführt, 
woraus der Satz auch für halbeinfache Gruppen folgt.) — Als Verschärfung (für halb- 
einfache Gruppen) eines Ergebnisses von J.von Neumann, der gefunden hat, daß 
die Schwankung einer Darstellung einer linearen Gruppe in einer Umgebung der Eins 
entweder 0 oder > 1 ist, ergibt der Satz noch folgendes Resultat: Jede Darstellun g 
einer Umgebung der Eins einer halbeinfachen Gruppe durch beschränkte 
Matrixelemente ist stetig; die obengenannte Schwankung ist also entweder O 
oder &. D. van Dantzig (Delft). 


Zahlentheorie : 


Lubelski, S.: Probl&mes et th&or&mes de la theorie generale des nombres. Wiadom. 
mat. 34, 21—56 (1932) [Polnisch]. 


Kraitehik, M.: Les grands nombres premiers. Mathematica 7, 92—94 (1933). 


Knichal, VI.: Sur les nombres de Gauss. Rozhl. mat. prirodoved. 12, R101—R 105 
(1933) [Tschechisch]. 
Hofreiter, N.: Zur Geometrie der Zahlen. Mh. Math. Phys. 40, 181—192 (1933). 
RN 


Ist (2,)= D'a;,2;2, eine positiv-definite quadratische Form, so bestimmen die 


t, 

n ersten Minima dieser Form, d.h. die Gitterpunkte, in denen sie der Reihe nach mög- 
lichst klein wird, ein Parallelepiped P, das nicht notwendig fundamental ist, d.h. 
außer den Ecken keine Gitterpunkte enthält. Dieser Fall tritt zuerst für n — 4 auf; bei 
der Form #& + 2 + + 22 +(2,+2%,+ 2,)2, kann bei geeigneter Wahl von P 
in seinem Mittelpunkt ein Gitterpunkt liegen. Verf. untersucht die Gradzahlen n = 5 
undn= 6. Für n = 5 kann auch im Mittelpunkt von P ein Gitterpunkt liegen; ferner 
ist möglich, daß im Mittelpunkt einer 4-dim. Wand von P und der Gegenwand je einer 
liegt. Für n = 6 sind folgende Fälle möglich, wenn P kein Fundamentalparallelepiped 
ist: 1. In einer4-dim. Wand und den drei Gegenflächen sind die Mittelpunkte Gitterpunkte. 
2. In drei 4-dim. Wänden und den Gegenflächen sind die Mittelpunkte Gitterpunkte. 
3. In einer 5-dim. Wand und ihrer Gegenfläche ist der Mittelpunkt Gitterpunkt. 4. Der 
Mittelpunkt von P ist Gitterpunkt. 5. Im Innern von P liegen zwei Gitterpunkte. — 
Die Diskussion macht Gebrauch von folgender interessanten Formel: Es sei D der 
Inhalt eines Fundamentalparallelepipeds, F der von P und A, die Anzahl der Eck- 
punkte, A, die Anzahl der Gitterpunkte in den Kanten, ..., 4„-, die Anzahl der 
Gitterpunkte in den (n — 1)-dim. Seitenflächen und A, die Anzahl der Gitterpunkte 
im Innern von P. Dann ist A 


i=0 K. Mahler (Krefeld). 
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Hofreiter, N.: Über Extremformen. Mh. Math. Phys. 40, 129—152 (1933). h 
„Es sei M der Minimalwert einer Klasse positiver quadratischer Formen, D sei 


die Determinante. Formen, für die ee ein Maximum ist, heißen Extremformen ... 
/ 

In dieser Arbeit werden alle een mit 6 Variablen ermittelt. Es ergeben sich 
4 Klassen von Extremformen, die durch die folgenden Formen repräsentiert werden 
können: 
1): =27+ :-- +205 420,0, + + 2052. 
(2): F5, = 207 + --- +20 — 20,74 — 209% — 203% 4 22,094 2090 — 204064 205%. 
(3): P5, = 202 + --- + 202 — 20,04 — 20904 — 2004 4+ 2210 4 20,0, + 2232, 

— 2X4% 4 2%, 0 — 2ugUg + 20500: 
(4): Pr, = 2a] + --- + 208 — 21%, — %yg — 21% — 8%; 4 %g%g + 99%, — 2237, 

H 4% — 20305 — 204%, — 301%: — $%glg + 2% + Vals + 95% - 


3 

Für diese Formen ist M=2und D=17,4,3 bzw. a Den größten Wert 75 liefert 
die 3. Form; für sie ist Z, = — = IM e 

VD Y3 
kutiert, wie viele und welche Gitterpunkte in dem Parallelepiped liegen können, das 
durch die ersten 6 Minima der quadratischen Form definiert wird. Es sind die folgenden 
sechs Möglichkeiten zu untersuchen: 1. Das Parallelepiped enthält abgesehen von den 
Ecken keine Gitterpunkte. — 2. In drei vierdim. Wänden und den Gegenwänden sind die 
Mittelpunkte Gitterpunkte. — 3. In einer vierdim. Wand und den Gegenwänden ist 
der Mittelpunkt Gitterpunkt. — 4. In einer fünfdim. Wand und der Gegenwand ist 
der Mittelpunkt Gitterpunkt. — 5. Der Mittelpunkt des Parallelepipeds ist Gitterpunkt. 
— 6. Im Inneren des Parallelepipeds liegen 2 Gitterpunkte. — Hiervon führt Fall 1 
zu F,, Fall 2 zu F,, Fall 3 zu F,, Fall 4 zu F,, während die beiden letzten Fälle keine 
Extremformen ergeben. (Vgl. vorsteh. Ref.) K. Mahler (Krefeld). 

Bohr, Harald, und Börge Jessen: Zum Kroneckersehen Satz. Rend. Circ. mat. 
Palermo 57, 123—129 (1933). 

Considerations sur les caracteres des differentes demonstrations connues. Appli- 
cation & la demonstration du resultat general de Kronecker d’une methode dejä 
indiquee par les auteurs (voir Zbl. 5, 389). J. Favard (Grenoble). 

Jarnik, Vojt&ch: Über die Mittelwertsätze der Gitterpunktlehre. II. Abh. Math. 
Z. 36, 581—617 (1933). 

Bezeichnungen und Annahmen: 2>0. Zu den beiden wohlbekannten 
Abschätzungszeichen O, 2 gesellen sich die neuen O, 2 durch die Forderungen hin- 


zu: F=0(8) sei gleichbedeutend mit lim [#| < 0, F= 2(6) mit Iim IS o; 


@G 
hierbei sind F= F(«) und @=@(x) für hinreichend großes x definiert, G dort po- 
sitiv. & > 0 irrational; 94,91, ... die Näherungsnenner bei der Entwicklung von & 


in einen regelmäßigen Kettenbruch; g <x < g:;1; » = v(%&) die untere Grenze der 
a mit m+ı = O(git}), also O<v<oo; — —0fürv=oo. Fast alle & heiße: alle, 


eine geeignete Menge vom Lebesgueschen Maße Null ausgenommen. & > 0 beliebig. 
pl) >0 p(a)>0 füre>m. B>0,y> 0 im Körper der rationalen Zahlen linear 
unabhängig. Q=- Qu) =uW+. + tat... +2); mad, r>4, 
r=nt7,2— Min (r,r3); Po(x) der Gitterrest des Ellipsoides Q<x; Ry(x) der 


“ — Zum Beweise wird eingehend dis- 


FR 6 1 a . 
zugehörige Mittelwert = ik |Pe(y)|dy. Bei festem Q sei /o die untere Grenze der a 
() 


mit Po(z) = 0(&°), fo die untere Grenze der a mit Ro(x2) = O(x“). Bei veränder- 
lichem Q, jedoch festen r,, 3, sei g(r,,7,) die untere Grenze der a mit Ro(&) = 0(a*). 


\ 
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54, 85 =4, s=s +84 353 Ry(a) und g(s,5,,55) seien für die Formen Q’ 
ebenso definiert wie Ro(x) und g(r},r,) für die Formen Q. Hauptsätze: Den 
Hauptteil der Arbeit bildet der Nachweis von 


ee 2_ S—1te 
SEE 2 > (sap E- + ) (MD 


0=zn<E 


Beim Beweise benutzt Verf. sein analytisches P-Verfahren von 1929 (Töhoku Math. J. 30). 
Durch Integration folgt aus (I) dieselbe Abschätzung für Ro(&), ich nenne sie (II). 
Schließlich zeigt Verf. elementar, daß 


1 ge 
R — 0 2 (aa Zus © 
oa) = 2 ( > 2 ) all, II 


0zn<E 


Aus (I) bis (III) folgt eine Reihe wichtiger Ergebnisse: 1. h=z- 1 = 
v 


[= aus (]), > aus (III)], schon aus der Töhoku-Arbeit bekannt; 2. R= olas* 


für fast alle & (II) — in einem allgemeineren Satze von 1928 (Math. Ann. 100) 


; r 2 — 2 ne II): 
enthalten; 3. <> —1- ——- MW; 4 R@d)= 0" :") AD; 
—— v+1 
( ) r | =—1 
5. Role) = Q\e2 (I), alo =>. — 2. 6. Ro(@) = Q\a? p(a)) für jedes 


Ya (il 


feste @ und geeignetes x = x&(p) (III); 7. Ro(x) = 2 am, 


log für geeigne- 
tes & (III); 8.. lim (ann) -(5 


11,170 vo, 


_ 2) — 0 (4. und 7.). Besonders überraschend 


‘ist hier die Abschätzung 4., weil aus ihr hervorgeht, daß die Minimalordnung von 


Ro(x) wesentlich unterhalb der Maximalordnung liegen kann, während doch |P,(e)| 
eine „stabile“ Größenordnung besitzt (für R ist dies dann und nur dann der Fall, 


8 
wenn » = (0) ist). Schließlich zeigt Verf. für die Formen 9:9. Re(e) = ale); 
10.9 (81; 83;5) = z 
tchineschen Näherungssatze Gebrauch gemacht. Hier ist nun 10. merkwürdig, weil 


— 2. Die Beweise sind elementar, bei 9. wird von einem Khin- 


man in Analogie mit 8. erwarten müßte: „,, en e[gler. Be £ > 3)) ir 


Das liegt daran, daß sich die zweidimensionale Irrationalität (P, y) ganz anders ver- 
hält als die eindimensionale x. (Vgl. dies. Zbl. 5, 346.) A. Walfisz (Rados£). 


Koksma, 3. F.: Diophantische Approximationen von Irrationalzahlen mit Ketten- 
bruchnennern von eingesehränktem Wachstum. Math. Z. 36, 739—779 (1933). 


Verf.untersucht Systeme vonn Diophantischen Ungleichungen0<f,(2)<ß,(mod1), 
v»—=1,2,...,n, wo ßi>-- -, Pn positive echte Brüche sind und die /,(z) Polynome mit 
reellen Koeffizienten. Es wird ein sehr langer und allgemeiner Satz bewiesen, der hin- 
reichende Bedingungen angibt, wann ein solches Ungleichungssystem unendlich viele 
Lösungen hat. Im einfachsten Fall, wo es sich nur um eine einzige Ungleichung handelt, 
lautet dieser Satz: ‚‚Sei 9 eine reelle Irrationalzahl mit dem regelmäßigen Ketten- 
bruchdo=d, + nn + m ...; für alle natürlichen 0 gelte d, + 1< 9(e), wo (eo) 

Hl 2 
eine monoton nicht abnehmende Funktion ist. Es seien 1 = 0 und k>2 zwei ganze 
rationale Zahlen und f(x) ein Polynom der Form f(x) = 10 x* plus niedrigere Potenzen 
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von x. n(x) sei eine positive Funktion, die für alle großen ganzen x definiert ist. Wenn 


dann ur 
2 4 
I Vp(42k + 17 N) (log«) NG 
z ganz ne) * 


ist, so hat die Diophantische Ungleichung 
0< fa) <-1- (mod 1) 


k 
23-2°-2 


unendlich viele ganzzahligen Lösungen x.‘“ In dieser Aussage ist unter anderem enthalten, 
daß für jede reell-quadratische Irrationalzahl 9 und für jedes Polynom «(x) vom ge- 
nauen Grad k>2 mit ganzen rationalen Koeffizienten die Ungleichung 


Ne logx Belez 
23-2#-2 

unendlich viele Lösungen in Paaren ganzer rationaler Zahlen x, y hat; jedes solche # 
läßt sich also durch Brüche Tor deren Nenner durch das Polynom u(x) darstellbar 
sind, sehr genau annähern. — Der Beweis geht aus von einer van der Corputschen 
asymptotischen Formel für die Anzahl der Lösungen der betrachteten Diophantischen 
Ungleichungen; diese Formel führt die Frage zurück auf die Abschätzung endlicher 
trigonometrischer Reihen. Für diesen Zweck benutzt der Verf. eine Hardy-Littlewood- 
sche Ungleichung für die endlichen Abschnitte der Thetareihen, Kettenbruchsätze 
und ein Verfahren der vollständigen Induktion. — Siehe auch die in dies. Zbl. 6, 105 
besprochene Arbeit des Verf. K. Mahler (Krefeld). 

Behrend, Felix: Über numeri abundantes. II. S.-B. preuß. Akad. Wiss. H. 6, 
280—293 (1933). 

Für die Anzahl der unterhalb n gelegenen abundanten Zahlen (d.h. solchen, die 
höchstens gleich der Summe ihrer echten Teiler sind) bekommt Verf. die Ungleichung 
0,241 < en < 0,332 für hinreichend großes n [in I. (s. dies. Zbl. 5, 246) weniger 
scharf e < 0,47]. Der Beweis ist ganz elementar, erfordert aber überaus umfang- 
reiche Zahlenrechnungen, die Verf. naturgemäß nur knapp andeuten kann. Ich mußte 
mich mit Stichproben begnügen. A. Walfisz (Radose, Polen). 

Wright, E. Maitland: An extension of Waring’s problem. Philos. Trans. Roy. Soc. 
London A 232, 1—26 (1933). 

F(x) = F(x; k, s) sei die Anzahl aller natürlichen Zahlen n< x von der Gestalt 


$ 
Nn= Im; s>0, k>3, diem>0 — alles ganze Zahlen. Dann gilt nach Hardy- 


i=1 
Littlewood (vgl. z.B. Landau „Vorles. über Zahlenth., VI. Teil): I. Für jedes feste 
s>(k— 2)#-145 ist F(a)=x+ O(l). I.Für k+ 4 und jedes feste 
s>(4k — 1)%#-143 

oder für k=4 und jedes feste s>15 ist F(@x)= x-+ O(x!-:), mit geeignetem 
e=£(k,s)>0. Durch Ausbau des H.-L.-schen Verfahrens zeigt Wright, daß die 
obigen Behauptungen I und II auch für die Anzahl F(x) = F(x; k, s; 4, 6) allrn<x 
richtig sind, die bei F(x;%k,s) mitgezählt waren, und bei denen überdies die s Un- 
gleichungen 1 3 

a en 

A tee Ann Ahmed, 


gelten. Hierbei sind ö und die A vorgegebene positive Zahlen, von denen die O-Glieder 
und e abhängen dürfen. In Worten: Man darf verlangen, daß die m vorgegebenen 
Zahlen A,, bis auf eine „öd-Spanne“, proportional seien. (Zahlreiche Druckfehler.) 

A. Walfisz (Radose, Polen). 
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® Ingham, A. E.: The distribution of prime numbers. (Cambridge traets in math. 
a. math. phys. Edited by G. H. Hardy a. E. Cunningham. Nr. 30.) London: Cambridge 
univ. press 1932. VII, 114 S. u. 4 Fig. 7/6. 

Wie der Verf. im Vorwort bemerkt, ist dieses Buch nicht nur für Spezialisten bestimmt, 
sondern es wird versucht, die Theorie der Verteilung der Primzahlen einem weiteren Kreise 
zugänglich zu machen. Zum Verständnis sind nur allgemeine wohlbekannte Resultate not- 
wendig; alle weiteren Hilfsmittel aus der Analysis und der Funktionentheorie sind, in dem 
Umfange wie sie dann auch benützt werden, abgeleitet. Insbesondere wird der „klassische‘‘ 
Teil der Theorie der Riemannschen Zetafunktion vollständig entwickelt. In dieser Hinsicht 
bildet dieses Buch eine wertvolle Ergänzung zu dem Cambridge traet: The Zeta Function of 
Riemann von Titchmarsh, wo über die mehr elementaren Eigenschaften von &(s) nur 
kurz berichtet wird. Von vielen Sätzen werden verschiedene Beweisvarianten manchmal 
vollständig ausgeführt, manchmal nur skizziert, so daß der Leser — neben einer durchsichtigen 
systematischen Darstellung— eine klare Übersicht über die inneren Zusammenhänge der Theorie 
gewinnen kann. — Aus dem Inhalte erwähnen wir: Im ersten Kapitel werden die grund- 
legenden Funktionen x(x), 9(x), y(x) eingeführt und deren gegenseitige Beziehungen stu- 
diert. Das zweite Kapitel beginnt die Theorie der Zetafunktion im komplexen Gebiet, woraus 
sofort der Primzahlsatz z(x) » x/log x abgeleitet wird. Das dritte Kapitel setzt das Studium 
von £(s) fort, ihre Funktionalgleichung wird aufgestellt und die Lage ihrer nicht trivialen 
Nullstellen eingehender studiert, um dann die asymptotischen Formeln 


yv(z) =x + Olxexp(-ayloge)); (x) = lix + O(xexp (-aYloge)) 

— samt Erwähnung der besseren Abschätzungen von Littlewood — zu beweisen. Im vierten 
Kapitel, ausgehend von der Formel über die Anzahl der nicht trivialen Nullstellen, deren ima- 
ginären Teil 7 nicht übersteigt, wird ein expliziter Ausdruck für die Funktion y(x) gegeben, 
mittels der Reihe Yx?o 1, wo o die nicht triv. Nullst. durchläuft. Als Anwendung davon 
werden die obigen Abschätzungen von y(x) und z(x) wieder aufgenommen und gezeigt, wie 
gut jene Abschätzungen sind, wenn das O-Glied mittels der oberen Grenze der Realteile der o 
ausgedrückt wird. Das letzte Kapitel ist ganz anderer Natur, indem nun mehr Gewicht auf 
die Irregularitäten in der Verteilung der Primzahlen gelegt wird. Präziser gefaßt, werden hier 
die Q-Resultate (unter Beachtung des Vorzeichens) für die Differenzen y(x) — x und 
(x) — ix abgeleitet. _ F. Bohnenblust (Princeton). 

Haussner, Robert: Über die Verteilung der Primzahlen. Bol. Semin. mat. Argent. 
3, 105—110 (1933) [Spanisch]. 

Vgl. dies. Zbl. 3, 245 u. 5, 153. 

Aramata, Hideo: Über die Teilbarkeit der Dedekindschen Zetafunktionen. Proc. Imp. 
Acad. Jap. 9, 31—34 (1933). 

Es wird bewiesen: Ist k ein algebraischer Zahlkörper und K ein über % galoisscher 
Körper, so ist die Zetafunktion von K durch die Zetafunktion von % teilbar, d.h. der 
Quotient ist eine ganze Funktion. Der Beweis ergibt sich aus der Artinschen Darstel- 
lung des Quotienten durch ein Produkt von L-Funktionen mit einfachen Frobenius- 
Charakteren, indem gezeigt wird: Der zugehörige zusammengesetzte Frobenius-Cha- 
rakter läßt sich auch linear mit positiven rationalen Koeffizienten aus den durch 
abelsche Charaktere induzierten Frobenius-Charakteren zusammensetzen, d.h. der 
Quotient der Zetafunktionen läßt sich auch als Potenzprodukt mit positiven ratio- 
nalen Exponenten von abelschen Z-Funktionen darstellen. Hasse (Marburg a. L.). 


Analysis. 


Orliez, W.: Beiträge zur Theorie der Orthogonalentwieklungen. II. Bull. int. Acad. 
Polon. Sei. A Nr 8/9, 229—238 (1932). 
Mit {p,(x)} sei ein in (0,1) erklärtes System normierter Orthogonalfunktionen 
1 


bezeichnet und es werde h, = / h(x) p,(x) dx gesetzt. Mit Hilfe eines Spezialfalles 
0 * 

des in dies. Zbl. 4, 347 referierten Satzes des Verf. werden u. a. folgende Sätze bewiesen: 

1. Wenn |9,(2) | <K<+o,n=1,2,...und Yp—=+%, so gibt es eine stetige 


v1 
Funktion h(x), so daß I |h,|p, =+®. 2. M(|u|) sei für alle reellen u erklärt, 
v=1 
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stetig, es gebe solche «>0 und 8>0, daß M(|u|) > für |u|>«, ferner sei 
lim Ale) ig) Em en oo; wenn |@,(2)|<=K fürn=1,2,..., so gibt 


b) 
u>0 |«| u>ox 


es ein stetiges h(z), für welches = M (|h, |)= + ®. 3.{p,(x)} sei im Raume S? der 
quadratisch summierbaren Hank bnen vollständig; dann gibt es eine Zahlenfolge 
0<7„—>0 und ein stetigesh(x), so daß Ir h,=+®. 4.19, x)} sei in Sl vollständig 
und |@(2) |<K,n=1,2,...; dann ist die Bedingung PXZ < + oo notwendig und 
hinreichend dafür, daß jede Zahlenfolge {c„} mit |c„ | = p„ eine Folge von Fourier- 


Koeffizienten einer integrierbaren Funktion in bezug auf {p,(z)} sei. 5. {p,(z)} sei 
im Raume $! der summierbaren Funktionen vollständig und jedes einzelne @,(x) sei 


beschränkt; dann gibt es Zahlen c,— 0, so daß D)c,9,(x) keine Fourier-Entwicklung 
v1 


einer Funktion aus S! ist. Die Ergebnisse dieser Arbeit sind größtenteils bereits in 
der in dies. Zbl. 3, 252 referierten Note des Verf. enthalten. Birnbaum (Lwöw). 
Bailey, W. N.: On the product of two Legendre polynomials. Proc. Cambridge 
Philos. Soc. 29, 173—177 (1933). 
F.E. Neumann has in 1878 given the following formula expressing the product 
of two Legendre polynomials as a sum of such polynomials: 


ar 4,_,4,4,_,(2p+2q—4r +1 
Fin ld I, Pro), 
r= 
1 a I a A | 
where p=g and = a IE 


ee 
The author gives an easy proof of this formula using results from recent work on 
generalized hypergeometrical series. The same method leads to expressions for the 
products P}(u) PF (u), Pr (u) 9% (u) and 0% (u) & (u), PZ and 97 being the associated 
Legendre functions of the first and the second kind. The more complicate case 
that p, q and m are not positive integers, is also considered. O. Bottema (Groningen). 
Mayr, Karl: Über bestimmte Integrale mit Besselschen Funktionen. $.-B. Akad. 
Wiss. Wien 142, 1—17 (1933). 
Nach der in einer früheren Arbeit angegebenen Methode (vgl. dies. Zbl. 5, 162) 
werden ein Integral, das in der Diffraktionstheorie eine Rolle spielt, und ein Integral 


von der Form © 
[I,(&2) Jı(ßx) J,(yx) x" dx 
N) 


behandelt, indem zuerst die Systeme der Differentialgleichungen, denen die betreffenden 

Integrale genügen, hergestellt und diese sodann durch Reihenansatz gelöst werden. Trotz 

übersichtlicher Anordnung ergeben sich schwer zu übersehende Formeln. v. Koppenfels. 
Ignatovskij, V.: Über ein Integral mit Besselschen Funktionen. Bull. Acad. Sci. 

URSS, VII.s. Nr 3, 345—362 (1933). 
A study of the integral 


oo 


A, ,(n2,5,0) — | Jr Anarer Par 
Ar (12 — 8°) 


ö 
for positive values of y + 1, non negative values of z and real values of r,k,2. For 
y=0,»= }the integral reduces to one occurring in a technical problem. The quantity 
ö is an arbitrary root of the equation J,(r 6) = 0, the value 6 = 0 being exeluded. — 
The function A,,,is expressed as an integral from 0 to 1ofan integral involving Bessel 
functions and a quantity M,,, (u) which is expressed by an integral of the same type 
as A,,„ except that the factor A2— 62 is omitted from the denominator. This quantity M 
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is expressed as the derivative of a quantity N which is expressed first as a definite 
integral and next as an infinite series. This leads to an infinite series for Apr 
H. Bateman, (Pasadena). 

Shabde, N. G.: On some results involving the k-funetion, a particular ease of the 
eonfluent hypergeometrie funetion. Bull. Caleutta Math. Soc. 24, 109—134 (1933). 

Contour integrals are obtained for k,,(x) for both integral and non integral values 
of n and a proof is obtained of the addition theorem. When n is an odd integer %,„(x) 
is expressed in terms of the Bessel functions of type K„(x) and definite integrals are 
evaluated in which the integrand is k„(x) x“ and the range (0, 00). Values are found 
also for a number of other interesting definite integral. H. Bateman (Pasadena). 

Bernstein, S.: Sur la formule de quadrature approchöe de Tehebycheff. Bull. Acad. 
Sci. URSS, VII.s. Nr 9, 1219—1227 (1932) [Russisch]. 

1 n 


Dans la formule de Tehebycheft [f(o)da= Dre) [J. de Liouville (2) 19, 
) 1 


1874 = (Buvres 2, 163], les points x; sont a determiner de telle maniere que la formule 
soit exacte pour un polynome arbitraire de degr& n. Bien entendu, pour que la formule 
soit generalement applicable, il faut que tous les points x, se trouvent sur le segment 
(0,1). Or, ce n’est pas le cas pour toutes les valeurs de n (exemple: n = 8). M. Bern- 
stein fait voir que, & partir d’une certaine valeur n = N, il existe necessairement des 
points x; en dehors du segment considere, donc la formule de Tehebycheff n’est 
plus applicable. Demonstration par l’impossible: etant admis le contraire, on s’assure 
(en s’appuyant sur les proprietes connues de la meilleure approximation du module 
de x) que le nombre »(a) des points x, tels que O=x,=a verifie la relation 
p(a)=an+O (Yn); ceci etabli, on construit des polynomes de degre n (suffisamment 
grand) pour lesquels la formule de Tehebycheff ne serait pas exacte. En ce qui 
concerne le nombre N, la limitation N = 15000 est indiquee. W. Gontcharoff. 

Broggi, Ugo: Su di qualche applieazione dei numeri di Stirling. Ist. Lombardo, 
Rend., II.s. 66, 196—202 (1933). 

Der Verf. bedient sich der klassischen Stirlingschen Entwicklung von 


(«2 +1)(c&+2)...(2+n))-! 
nach fallenden Potenzen von x und bekannter Eigenschaften der dabei auftretenden 
Stirlingschen Zahlen, um die Gleichungen 


1 u (1) 
© 1-,)(h-2)? 1-44 + 
mi 1(h—1)* | " 1221 (2)! 
e > Eu Net! Me 1: 
n=1 
1 gm 1 
oo 1+-—)(h-2)* Tea un 2 
1 a 1) Ailh-1) | a BAT 2} = 
= > 2) »_.h ae ae 1! r 
n=1 


für jedes natürliche } nachzuweisen. Dabei benutzt er, daß diese Reihen als Entwick- 
lungskoeffizienten in den asymptotischen Reihen 
1 1 


1 ö 62 
lab lin ee eferetdt= a Be RN, 
0 0) 
auftreten. K. Mahler (Krefeld). 


Integralgleichungen und Verwandtes: 


Sehoenberg, I. J.: On finite-rowed systems of linear inequalities in infinitely many 
variables. II. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 452—478 (1933). 

This is a continuation of a previous paper (Zbl. 4, 399) and its purpose is to extend 
the results of Hausdorff, 8. Bernstein and Widder on completely monotonic 
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(= e. m.) functions to such functions of two variables. A function f(x, y) defined in 
a rectangular region R(%g, Bo; & P) 

un<a<a, M<y<ß (-wen<oeso, -m<h<P=R) 
Bet: : A 
is said to be c. m. if re 08 (0500, 3020 
The characteristic analytical expressions of such functions are given by the following 
theorem: Every function f(x, y) which is c. m. in a region R is of the type 


(—1)p+2 


1. fa, y) = [fe "dud two), R= R(&, Bo; 9,0); 
0 


2. Kay) = Ira PB N, = 05 R=R%(8,3P30% D)R %,BP<@2; 


p,q=0 
d. Hay) =D nly)la a, R= R(&,, Po; % ©) , x <X0, 
»=0 


where the function 7(w, v) is monotonic and, if suitably normalized, is uniquely defined, 
and the functions g,(y) are c.m.for 9, <y<oo. The converses of these results 
which cover all possible cases of rectangular regions are obviously true. 

J. D. Tamarkin (Providence, R.]1.). 

Carleman, Torsten: Sur la theorie des &quations integrales et ses applieations. 
(Zürich, Sützg. v. 5.—12. IX. 1932.) Verh. internat. Math.-Kongr. 1, 138—151 (1932). 

This paper is a resume of some recent developments in linear integral equations. 
It is noted that the equation A(z) o(x) + gi K(x, y) p(y) dy= f(x) may be written 
S(g) = f, $ linear on 9; that on continuous functions to continuous functions, the 
equation lim, A @„(2, y) 9(y) dy = f(x) is inclusive, that in a general way, the solution 
of a system of infinitely many equations in infinitely many variables and the solution 
of integral equations are equivalent problems. Attention is directed towards the status 
of the question of finding all solutions of Xc,,&, = a,, which make &c,, x, convergent. 
Further to the author’s treatment of singular integral equations and its relation to 
the work of v. Neumann and Stone. In the applications, mention is made of the 
reduction of the problem of determining all analytie functions f(z) satisfying on a recti- 
fiable curve © the relation f(0(z)) = a(z) f(z) and having interior to Ü the same singu- 
larities as a rational function P(z), a(z) being given, and 4(z) defined on (©, transform- 
ing C into itself. A brief indication of the linear integral equation as applied to the 
quasi-ergodie theory, and the Schrödinger equations completes the survey. 

Hildebrandt (Ann Arbor). 

Carleman, Torsten: Sur la th&orie de l’öquation intögrodifferentielle de Boltzmann, 
Acta math. 60, 91—146 (1933). 

Let F(z, y,2; &,n,°;t) be the distribution-funetion of the velocities (E,n,£) of 
molecules of a gas, which are considered as elastic spheres, the center of the individual 
molecule occupying the position (x, y,2) at the moment t. The author discusses the 
classical equation of Boltzmann of the kinetic gas theory under the assumption 
that the exterior forces are absent and that F depends onlyonr= (&2+n? + £2)12 
and on it, F=F(r,t)=F(r). After a suitable choice of the units the author writes 
Boltzmann’s equation in the form 


= Jr) — Fr, Li) = T(R); IM =4[ [Erw r)uv Fl) Fio)dudv, (*) 
0.6 


oo 


L(F) = [Pr,r,) F(r,)rtdr,, 
0 


where the function @(r,u,v) is defined by @= 0; 1; v/r; u/r; (u + v2 — r2)12lr, 
according su? +? <r; u>r,v>r;u>r,v<r; usyverz; VW er,u<sr, 
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v=r,and P(r,r,) is symmetric and equals 2r + 2r}/(3r) when r, <r. The author 
developes a rigorous theory of equation (*), hitherto non-existing, postponing to a 
future paper the discussion of the general case of Boltzmann’s equation. The main 


results of the paper may be summarized as follows. (I) The integrals il rrlr,i)d=A4, 
© ö 


fr Fe, t)dr = B do not depend on i whenever F(r, t) is a solution of (*) satisfying 
ö 

the condition 

Bader zellen); 0<a<3; o4p=y>6; Os, sron 
(H) If a solution F(r, t) satisfies the initial condition Fr, 0) = f,(r) where 


0=ehe)sall+rn)”, %>6, 
then there exists a constant c depending onlyona, A, B, x and such that 
= Flor,)<e(ll+ rn)”. (M 


In the case where it, = oo and f,(r) is continuous on (0,00) the solution F(r,t) is con- 
tinuous in r, uniformly with respect to t. 

By developing a suitable method of successive approximations the author estab- 
lishes the fundamental fact of the existence and uniqueness of the solution: (III) If 
fo(r) is continuous on (0,00) and satisfies (***), then there exists a solution F(r, t) 
continuous in (r,t) and reducing to f,(r) for t=0. This solution satisfies (f) and is 
unique, provided it belongs to the class of functions characterized by the condition 
|IFer,)|<0C(1-+r)=*. IE f,(r) is not identically zero, then F(r,t)>0,:1>0. A 
lower estimation of the solution in question enables the author to establish the con- 


vergence of the integrals Z = / FlogF r?dr, k logF-T(F)r?dr which, in its turn, 
© 0 1) 


leads to the result = = [logF- T(F)r®dr<0, that is to the rigorous proof of 
ö 

the H-theorem of Boltzmann. It is finally established that the solution whose exi- 

stence was proved above tends uniformly to the Maxwell distribution (’e=*". This 


is being accomplished on the basis of a careful investigation of an auxiliary problem 


of calculus of variation, which consists in minimizing the integral I(f) = f flogfr?dr 
N) 


under the conditions f jede—=A, L fredr=B, f({r)>0. At the beginning of the 
ö ö 


discussion the author points out the analogy existing between the theory of equation (*) 
and of a much simpler problem of integration of a system of differential equations 


n n 
d Y 
Te+m > Gy = > Der de p=1,2,...,n (iM) 
gq=1 I 


n 
under the condition of existence of an integral of the form D’a, X, = constant, where 
T 


a,=0, bP,>0. Itis proved that a solution whose functions assume positive initial 
values for {= 0 will remain continuous and bounded in the whole interval (0, oo). 
J. D. Tamarkın (Providence, R. 1.). 

Differenzen- und Funktionalgleichungen: 

Carmichael, R. D.: Summation of funetions of a complex variable. Ann. of Math., 
II. s. 34, 349—378 (1933). 

This paper considers the equations 

F(r+0)— F(e)= @p(a), G(c+ 0) +42) = 2p(a), a) 

where x is a complex variable, ® is a constant =+ 0, (x) is known, and F(x) and@(x) 
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are to be determined. By iteration the equations are’at once seen to have respective 
formal series solutions 


> ola+ ko), 2 > (-1Epla + ko); 
k=0 k=0 


in general these diverge. Following Nörlund the author introduces the convergence- 
produeing factor e”7(@+k@) (n so chosen that 7@ is real and > 0) into the general 
term of each series; “prineipal” solutions of (1) are then found by taking the limit, 
when it exists, as „0. In Part I the solutions of (1) are studied when in domains of 
certain types we have 
p(z) o p(a) + ga) lege +0 + le + lat > 

p(x) and q(x) being polynomials. Part II is devoted to the case in which (a) is of 
“exponential type”; modified Euler-Maclaurin and Boole-Nörlund summation for- 
mulas are employed here. Part III contains a discussion of expansions in Bernoulli- 
Hurwitz functions (generalization of Bernoulli polynomials). O. R. Adams. 

Szegö, G.: Ein Beispiel zu Nörlunds Summationsverfahren. Ann. of Math., II. s. 
34, 379—380 (1933). 

Von R.E. Gilman [Ann. of Math., II. s., 33, 429—432 (1932); dies. Zbl. 5, 62] 
wurde eine Potenzreihe konstruiert, die einen Vergleich der Tragweiten der Summations- 
verfahren von Nörlund und Abel gestattet. Verf. bildet auf einfache Weise ein 
Beispiel der verlangten Art, indem er sich auf eine bekannte Koeffizientenabschätzungs- 
formel von OÖ. Perron stützt. R. Schmidt (Kiel). 

Nagumo, Mitio: Über eine kennzeiehnende Eigenschaft der Linearkombinationen von 
Vektoren und ihre Anwendung. Nachr. Ges. Wiss. Göttingen I, Nr 35, 36—40 (1933). 

1.Isty= f(tı, La, - - - %n) eine stetige Funktion von n Vektoren r; des komplexen 
R,„, die der Funktionalgleichung Af(t,, -- - £%n) = F(Arı,. -. At„) für jede lineare 

n 


Transformation des R,, auf sich genügt, m> 2, so ist Y Daun }, komplexe Zahlen. 
v=L 


2. Ist © die Gruppe aller linearen Transformationen des R,(n>2) auf sich und 7 
eine eineindeutige, umkehrbar stetige Abbildung des R, auf sich, für die 7-IGST=6& 
ist, so ist T entweder eine lineare Transformation des R,„ auf sich oder es ist Tr = Tr, 
T, eine lineare Transformation, r der konjugierte Vektor zur. Köthe (Münster). 

Hildebrandt, T. H., and I. J. Schoenberg: On linear funetional operations and the 
moment problem for a finite interval in one or several dimensions. Ann. of Math., II. s. 
34, 317—328 (1933). 

Der bekannte Satz von F. Riesz über die Integraldarstellung linearer Funktional- 
operatoren wird auf sehr einfache Weise aus der Hausdorffschen Lösung des Momenten- 
problems für ein endliches Intervall gefolgert. Anschließend wird der Rieszsche Satz 
mittels einer ähnlichen Methode auch direkt bewiesen. Die weiteren Abschnitte bringen 
eine Verallgemeinerung der Hausdorffschen Methoden und Ergebnisse auf den zwei- 
dimensionalen Fall; das ermöglicht eine einfache Ableitung des entsprechenden zwei- 
dimensionalen Satzes über lineare Funktionaloperatoren. Die Übertragung auf mehr- 
dimensionale Fälle bietet keine Schwierigkeiten. A. Khintchine (Moskau). 

Saks, Stanislaw: On some funetionals. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 549—556 (1933). 
. The author gives a new proof of a theorem of Hahn [Mh. Math. Phys. 32, 1-88 
(1922)], which he formulates in the following form: „‚R denoting the space of measurable 
characteristic functions in J = (0,1), the distance of two function «x(t), y(t) will be 
defined by 


d(z, y) = 2 = ville ze ar d(2,0)= |x || = f | x) |di. 
J 


If now {f„(t)} is a sequence of integrable functions in J and if the sequence of functionals 


1 
Fa) = [mW aldi, ac, 
Ö 
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converges on a set of the second category in R, then the functionals F,(x) are equally 

continuous in R and the sequence {F,„(x)} converges everywhere in R”. In the proof 

of this theorem and in those of various generalisations which are given, the following 

theorem is used: “If H= IH, is a set of the second category in R (or in a metric 
n 


complete and linear space 8), then there exists a value n, and a sphere in R (in S) such 
that H,, is everywhere dense in that sphere.” J. Ridder (Groningen). 

Andreoli, Giulio: Equazioni e sistemi differenziali, operatori funzionali, funzioni 
nelle algebre. I. Equazioni e sistemi differenziali lineari. Atti Accad. Gioenia Catania 
19, mem. 12, 1—66 (1933). 

Diese Arbeit ist die erste Abteilung einer umfassenderen Abhandlung. Der Verf. 
entwickelt im ersten Kapitel einen Algorithmus für die gewöhnlichen linearen Differen- 
tialgleichungen und -systeme (Umwandlung von Differentialgleichungen in Differential- 
systeme, Differentialgleichungen der „symmetrischen“ Funktionen eines vollkom- 
menen Lösungssystems und seiner Ableitungen, Theorie der Elimination usw.). Im 
zweiten Kapitel werden die linearen Differentialgleichungen und -systeme in die sog. 
„BRiccatischen“ Systeme (nicht mehr linear) umgewandelt, deren Eigenschaften die 
der Riccatischen Gleichung verallgemeinern. Auch für diese Differentialsysteme wer- 
den allgemeine Algorithmen angegeben. L. Fantappie (Bologna). 

Maeda, Fumitomo: On kernels of set funetional and point funetional transfor- 
mations. J. Sci. Hiroshima Univ. A 2, 159—174 (1932). 

The paper proves in detail the existence and uniqueness of the iterated kernel 
solution of the equations @(E) = w(E) + ro (E) and f(a) = g(a) + Tf(a), in which f 
and g are point functions of integral square (Z,(ß)) relative to the positive additive 
set function (BE), p and y are set functions having derivatives belonging to Z,(ß), 
the transformation tp(E) = [$(#, a) Das p(a’) dP(E') and the adjomt Tf(a’) 
— IE) (a, a’) f(a) dP(E), where K(E, a’) is a set function in Z and a point function 
in a’ satisfying the Schmidt condition: / [[Dym&(a, a')]? dP(E) dß(E’) <1, a result 
which follows rather easily from the general theory of linear functional transformations. 

Hildebrandt (Ann Arbor). 

Maeda, Fumitomo: Covering theorems with respeet to the set funetion in metrie 
space. J. Sci. Hiroshima Univ. A 2, 175—180 (1932). r 

3 being a closed family of sets of the metric space R, containing all Borel sets, 
& being absolutely additive on %, and A being a subset of R such that for & > 0, there 
exists an open set O, of R containing A for which |9(O.) — 9(A)|< e, then there 
exists a finite or denumerable set of closed spheres U (a,, 0,) such that 2U(a,,0,)= 4, 
and | Ip(U (a„, 0n)) — P(A)|< e, provided 9 has the additional property of being 
uniformly monotone on A, i.a.for every A>1 and point a of A, there exists a x(4) 
and a o;(a) such that if o<o;(a), then p(U(a, 0)) => #(A) o(U(a,Ao)). The author 
also proves along similar lines an extension of the Vitali theorem to uniformly monotone 
absolutely additive functions @. Hildebrandt (Ann Arbor). 


Martis in Biddau, Silvia: Proprietä di un notevole funzionale lineare e caleolo di 
esso per partieolari funzioni analitiehe. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 17, 276 
bis 280 (1933). 

Martis in Biddau, Silvia: Studio della trasformazione di Laplace e della sua inversa 
dal punto di vista dei funzionali analitiei. Rend. Cire. mat. Palermo 57, 1—70 (1933). 

In diesen beiden Abhandlungen (die erste ist ein Resume einiger Resultate, die 
in der zweiten eingehend entwickelt sind) wird mit den Methoden der Theorie der 
analytischen Funktionale (vom Referent entwickelt) die Funktionaltransformation 
f(x) = Ml[y(t); 2] (und ihre Inverse) studiert, die jeder analytischen, im Nullpunkte 
regulären Funktion y(t) =D {" die andere Funktion f(2) DH 2" entsprechen 


läßt. — Im ersten Kapitel (II. Abhandlung) werden die Funktionen /(z), die durch M 
26* 
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den elementaren ganzen transzendenten Funktionen entsprechen, explizit durch die- 
selben und Besselschen Funktionen berechnet und die „Grundeigenschaft“ von M 


Mity(t); 2] N Mly(t); 2]dz 


bewiesen. — Im zweiten Kapitel wird die Funktionaltransformation y(t) = L[f(z); t] 
studiert (inverse von M, Laplacesche Transformation). So wird die analytische Funk- 
tion y(t) nicht nur, wie üblich, in einer Halbebene, sondern im ganzen Existenzfelde 
durch ein Integral dargestellt, das auf eine endliche Kurve zu erstrecken ist, die nie 
die singulären Stellen der integrierenden Funktion erreicht. Auch die Mehrdeutigkeit 
der Laplace-Transformation Z wird eingehend untersucht und der Unterschied zwischen 
zwei verschiedenen Bestimmungen von L[y(t); 2] explizit durch M berechnet. — Im 
dritten Kapitel werdenidie Zusammenhänge beider Funktionaltransformationen M 
und Z mit den Theorien der Funktionen f(.JJ) des Operators J (Integration), der Fal- 
tungsfunktionen und Integralgleichungen von Volterra, usw. entwickelt. 

are L. Fantappie (Bologna). 
Variationsrechnung : 

© Contributions to the ealeulus of variations 1931—1932. 
Powell, James Ellis: Edge eonditions for multiple integrals in the caleulus of varia- 
tions. — Coral, Max: The Euler-Lagrange multiplier rule for double integrals. — Heiner, 
Ralph Aubrie: The condition of Mayer for diseontinuous solutions of the Lagrange pro- 
blem. — Pixley, Henry Howes: A problem in the caleulus of variations suggested by a 
problem in eeonomies. — Sanger, Ralph Grafton: Funetions of lines and the ealeulus 
of variations. — Bliss, Gilbert Ames, and Magnus Rudolph Hestenes: Suffieient con- 
ditions for a problem of Mayer in the caleulus of variations. — Hestenes, Magnus 
Rudolph: Suffieient conditions for the general problem of Mayer with variable end- 
points. — Hu, Kuen-Sen: The Problem of Bolza and its accessory boundary value 
problem. — Raab, Albert William: Jacobi’s condition for multiple integral problems 
of the ealeulus of variations. — Porter, Thomas Isaac: A history of the elassieal iso- 
perimetrie problem. Chicago: Univ. of Chicago press 1933. VII, 523 S. geb. $3.—. 

Powell: For the problem of minimizing a multiple integral 


= ef ae ya DE ed 
when the derivatives p,,; = Öy,/Ox; are allowed to have discontinuities, the author 
obtains necessary conditions which are analogous to the Weierstrass-Erdmann corner 
conditions for simple integrals and to the edge conditions for double integrals. These 
conditions will here be called simply edge conditions. They state that the m+n 
expressions DA; f,, and fA,— DIA; fp,; Pr; are continuous across each edge, 


® L7) 

where the functions A, are defined as follows. Let the projections of the edge on the 
s-space be represented by the equations ;—= % — X;(u,...,%W-ı)=0. Then A, 
is the cofactor of g;,,in the Jacobian matrix (94) = 1... ,n;e=1,...,n—]1). 
The author notes that only m + 1 of these conditions are independent, and hence that 
only two of the three conditions obtained by Kobb [Acta Math. 16, 65 (1892)] for the 
double integral problem are independent. Besides the conditions just stated for the 
problem without side conditions, edge conditions are derived for the isoperimetric 
problem, and for the case when the integrand f has manifolds of discontinuity in the 
(x y)-space. Graves (Chicago). 

The paper of Coral gives a proof of the Lagrange Multiplier Rule for the problem 
of minimizing a double integral 


= Lite Y,?1>» 2» Pı> Pa» Qı> 9) dxdy, 


in a class of surfaces 2,—= 2;(x, y) defined in a fixed region B of the xy-plane, passing 
thrugh a given boundary curve, and satisfying a partial differential equation of the form 
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0(%, Y, 21, 22, P1> Pa, 92) = 0 from which the partial derivative 91 = 0z,/0y is absent. 
The region B is supposed to be bounded by two parallels to the z-axis and by two 
non-Intersecting curves 2—= 2, (4), ©—= 2,(y). The proof is made by considering an 
auxiliary minimum problem, which is a problem of Lagrange for simple integrals. Two 
cases are discussed, for which the auxiliary minimum problems take different forms. 
In the first, it is supposed that the function @ is independent of g,, and that the partial 
derivatives 6,,, 6,, do not vanish simultaneously along the minimizing surface. In 
the second case, it is supposed that neither of the partial derivatives 0,,, 0,, vanish 
along the minimizing surface. The first case was treated by Groß [Mh. Math. 27, 
114—120 (1916)], but the author gives here a much simpler proof under less restrictive 
hypotheses. The second case seems not to have been treated ppeviously. Graves. 
7 


Hefner considers the problem of minimizing I = n f(y, y’) dt in the class of curves 


to 
=) W=1,...,n; W<t<T) which are admissible — that is, which have 
continuous derivatives except at a finite number of corners and which satisfy equa- 
tions @(y,y)=0 (x =1,...,m<n— 1). An admissible curve is an extremaloid 
if there exist multipliers 4°, A*(t) for which F(y, y',A) =4%f-+ 4° 9° satisfies the 
Euler-Lagrange equations and the usual corner conditions. An extremaloid Z, along 


which & jr 
Fey  gw Y 

R = oh OÖ (0) 

y’ 0 0 


is not zero and at whose corners Q, = pP! Fi, — p* F; +0 (the 2 are the direction 
cosines of the y”, superseripts + and — refer to limit values from right and from left) 
can be embedded in a 2n — 2 parameter family of extremaloids. If on Z, the Weier- 
strass E-function is non-negative, then Q,<0. — Conjugate points are defined by 
means of solutions of the accessory equations. The condition of Mayer is thus extend- 
ed: If Z, is an admissible arc, normal on every sub-interval, joining the points y, 
and Y and minimizing the integral I, and if R +0 on E, and 2, + 0 at the corners 
of E,, then there can be no point y conjugate to y, on E, between y, and Y. Conjugate 
points are located by the theorem: Let y’ = y*(t, b), A* = A*(t, b) be the equations of 
the general 2» — 2 parameter family of extremaloids in which E, is contained for 
b= b,. Then the points y conjugate to y, on E, correspond to the values of the para- 
meter {+ t, for which the determinant 


Iyi(t, bo) Oyit, 2) 0 
ob" ot 
Op‘ (to, Bo) 0 Op‘ (to , do) 
ob! ot 
vanishes or changes sign. E. J. McShane (Göttingen). 


Pixley: “The economic problem under consideration is that of determining the 
rate of production at which a monopolist should operate his business to furnish a maxi- 
mum profit.“ The three sets of assumptions made by the author involve different 
types of relations between price and demand (or offer). Arbitrary abrupt changes in 
price and offer are admitted. These assumptions lead to two types of Calculus of 
Variations problems. The first is the problem of maximizing an integral i (2,9, y') de 
in a class of admissible “curves” y—= y(x) joining two given lines = 2,,2—= x,. On 
each admissible curve a finite number of discontinuities of y(z) and of the derivative 
y'(x) are permitted. This maximum problem has no solution unless the two differential 
equations f,(Y, 9 Y') = Iy(& 9 y) = 0 have a solution in common. For the case 
when a solution exists, additional necessary conditions are derived, as well as a set of 
conditions which are sufficient for a weak relative maximum. Examples from the eco- 
nomic problem are given in which these conditions are fulfilled. It should be noted that 
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the author’s problem is quite different from the one treated by Razmadze [Math. 
Ann. 94, 1—52 (1925)], which also considers discontinuous extremizing curves. The 
major part of the paper is taken up with the second type of problem, viz., that of maxi- 
mizing an integral [ fi,y, y,y') dx in a class of continuous arcs Y == y(2) whose 
first and second derivatives are permitted to have a finite number of discontinuities, 
and which are required to join a fixed point (x,, y,) to a given curve. The two differen- 
tial equations, one of the second order, and one of the third order, which must be satis- 
fied by a maximizing arc, were given by Hadamard. (Caleul des Variations, 145, 146). 
The author here deduces in addition a transversality condition, corner conditions, 
analogues of the Weierstrass and Legendre necessary conditions, and several analogues 
of the Jacobi condition. He also gives sufficient conditions for a strong relative maximum 
for the case when the two differential equations have a two parameter family of solu- 
tions in common, and an example in which these conditions are satisfied. Graves. 


Die Arbeit von Sanger ist eine historisch-kritische Besprechung der Abhandlungen, 
welche sich auf die Beziehungen zwischen dem Funktionalkalkül und der Variations- 
rechnung beziehen. Man kann darin die verschiedenen Hauptrichtungen dieser Wechsel- 
beziehung klar verfolgen, was diese Arbeit zum Zweck eines Überblickes sehr geeignet 
macht. Im 1. Kap. wird die Volterrasche Ableitung einer Linienfunktion nebst den 
kritischen Untersuchungen von Hadamard und Bliss besprochen. Das 2. Kap. ist 
der Frechetschen Definition des Differentials einer Linienfunktion gewidmet. Das 
3.und letzte Kap. bespricht die Arbeiten von Le Stourgeon, C. A. Fischer und 
Hahn, welche sich das Ziel setzten, die Minimumaufgaben für Linienfunktionen derart 
zu fassen und zu lösen, daß die Aufgaben der Variationsrechnung als Spezialfälle mit- 
gelöst werden. Auch die Untersuchungen von Tonelli kommen in diesem Kapitel 
zur Sprache. Das Literaturverzeichnis enthält 83 Arbeiten. I. J. Schoenberg. 


Bliss and Hestenes vgl. dies. Zbl. 6, 259. 
Hestenes vgl. dies. Zbl. 6, 350, 


The paper of Hu deals with the problem of Bolza in essentially the same form as 
that treated by Morse (this Zbl. 2, 141). But as “accessory problem”, the present author 
uses, instead of the form introduced by Morse, the problem of minimizing the integral 
L,&;n)=2g(&;n)+ 2/o(x, n,n') dx [here g(&,n)is a quadratie form in the end- 
values of the variations, and &(x, 7,7’) a quadratic form in the variations and their 
derivatives], subject to the linear differential conditions D,(z, n,n') = 0, the end con- 


x 
ditions P,(&,n)= 0 and the additional condition f +&8+nn)de=1. This 


%ı 
problem is shown to be equivalent to a new boundary value problem involving a para- 
meter o. A value of this parameter for which the boundary problem possesses a non- 
identically vanishing solution, is termed a characteristic number. As an analogue of 
Jacobi’s necessary conditions for the simple problem, there is obtained, without using 
the non-tangency hypothesis of Morse, the non-existence of negative characteristie 
numbers. A further study of the accessory problem leads to an expansion theorem 
and then to the main results of the paper, viz. (1) that a necessary and sufficient con- 
dition for a permanent sign of /,(&,n) for all non-identically vanishing admissible 
variations &, n, which satisfy the end conditions X, (&, 7) = 0, is that all the charac- 
teristic numbers be positive; (2) that the Weierstrass condition, the transversality 
condition, the positiveness of all the characteristie numbers and normality on every 
subinterval (2, %;) are sufficient conditions that an arc, whose end-points [x %;(21)] 
and [%,, %;(2,)] satisfy the boundary conditions but of which no other pair of points 
satisfies these conditions, shall furnish a proper strong relative minimum for the given 
problem. The results obtained give rise to oseillation theorems and to comparison 
theorems relative to different integrands and different end conditions. These theorems 
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are stated in terms of the distribution of the focal points of the manifold, determined by 
the end conditions, corresponding to a given number o and relative to a given minimum 
problem. Arnold Dresden (Swarthmore). 

Raab: The method developed by Bliss [Trans. Amer. Math. Soc. 17, 195 (1916) ] 
for the discussion of the second-order conditions for problems in the caleulus of vari- 
ations is here applied to obtain an analogue of Jacobi’s necessary condition for a mini- 
mum of a multiple integral. The author discusses first the non-parametrie integral 
N; (2, y, p) dx, in which x and y are respectively n- and m-partite variables and p 
the set of first partial derivatives of y with respect to x. He finds, corresponding to 
Jacobi’s equation for the simple integral, a system of linear partial differential equa- 
tions of the second order, of elliptice type. Designating as a Green’s manifold a closed 
(r — 1)-dimensional manifold M which bounds a portion of x-space such that the 
extension of Green’s theorem holds, his main result, stated roughly, is that if for a 
minimizing manifold which satisfies Legendre’s condition in the stronger form, the 
Jacobi system of equations possesses a solution of class CO’ which vanishes along a 
Green’s manifold M within the domain of integration, then the corresponding first 
partial derivatives must all vanish on M. A corresponding result is obtained for the 
multiple integral in parametric form. The final chapter gives some indications as to 
the possibility of extending to the general problem here considered the form of Jacobi’s 
condition which is known for the case m=1. Arnold Dresden (Swarthmore). 

Porter berichtet über die Geschichte des isoperimetrischen Problems vom Alter- 
tum bis zur Gegenwart, und zwar mit Beschränkung auf den Fall der Ebene. Es werden 
zunächst kurz die Untersuchungen der Griechen insbesondere Zenodors skizziert und 
die Literatur der neueren Zeit von Kepler bis Lhuilier angegeben. Dann folgt eine 
Darstellung der geometrischen Methoden Steiners und ihrer Varianten und Vervoll- 
ständigungen. (Edler, Study, Caratheodory,... In diesem Zusammenhang fehlt 
Blaschke.) In der Darstellung der Minkowskischen Methode vermißt man die 
Erwähnung der Verdienste Brunns. Es folgt die Aufzählung der Beweise verschärfter 
isoperimetrischer Ungleichungen (Bernstein, Crone-Frobenius, Bonnesen, 
...). (In den Beweisskizzen ist nicht immer das Wesentliche getroffen. Man sehe etwa 
die Beschreibung eines Blaschkeschen Beweises S. 24.) Dann folgt der Hurwitzsche 
Beweis mittels Fourrierreihen und schließlich die Methoden der Variationsrechnung 
(Weierstrass, ...) bis zu ihren neuesten Verschärfungen durch Bonnesen, — 
Dem Literaturverzeichnis wäre vor allem die Dissertation von Brunn (Övale und Ei- 
flächen) sowie die Arbeiten von Salkowski [Math. Z. 14 (1922)] und Zindler [Math. 
Z.15 (1922), S.-B. Akad. Wiss. Wien 138 (1929)] hinzuzufügen, in denen elementare 
Beweise des Brunn-Minkowskischen Satzes, also der isoperimetrischen Ungleichung 
gegeben werden, ferner eine Arbeit von Vahlen (dies. Zbl. 8, 327). W. Fenchel. 


Funktionentheorie : 


Slouguinoff, $. P.: Conditions de Cauchy-Riemann. Rev. mat. hisp.-amer., II. s. 
7, 257—268 (1932). 

Errera, A.: Sur un thöor&me de M. Pompeiu. Mathematica 7, 95—98 (1933). 

Ist f(z) in einem z, enthaltenden Gebiet @ regulär, j eine z, umschließende, in @ 
enthaltene geschlossene Jordankurve, so gibt es auf j zwei Punkte z, und 2,, für die 


ae — f’(z,) ist. Für diese von Pompeiu und Montel herrührende Bemerkung 
22.7 1 


wird folgender Beweis angegeben. Durch Betrachtung von /(2) — 27'(2,) statt f(e) 
kann man sich auf /’(z,) = 0 beschränken. Dann umläuft die durch / vermittelte 
Bildkurve von j den Punkt f(z,) wenigstens zweimal. Sie besitzt also mindestens 
einen Doppelpunkt, was eine einfache Folge des Jordanschen Satzes ist (und sogar 
vielfach in etwas anderer Form als Hilfssatz zu seinem Beweis verwendet wird). 

W. Fenchel (Göttingen). 
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Bureau, Florent: M&moire sur les fonetions uniformes & point singulier essentiel 
isol6. M&m. Soc. Roy. Sei. Liege, III. s. 17, H.1, 1-52 (1932). 

Die Theorie der meromorphen Funktionen wird zunächst für den Fall der Um- 
gebung einer isolierten wesentlichen Singularität aufgebaut (also für Funktionen, die 
im Ring R< |z|<o0 meromorph sind). Dies gelingt ohne erhebliche Anderungen 
gegen den Fall der punktierten Ebene, im Anschluß an die von R. Nevanlinna ge- 
gebene Erweiterung der Poisson-Jensenschen und der Jensenschen Formel für den 
Kreisring (vgl. Acta Soc. Sci. Fennicae 50, Nr 6, 38ff.; dort findet man eine Beweis- 
skizze des „großen“ Picardschen Satzes). Bemerkenswert ist vielleicht, daß das Borel- 
sche Lemma über wachsende Funktionen infolge des Restglieds aus der Kreisring- 
gestalt der Jensenschen Formel etwas modifiziert werden muß, in einer etwas anderen 
Richtung, als dies bisher gewöhnlich geschehen ist; das bekannte Beweisprinzip ge- 
nügt aber auch hier. — Unter Beschränkung auf die punktierte Ebene gibt dann der 
Verf. einige Verallgemeinerungen des Borelschen Identitätensatzes sowie des Satzes 
von Pölya-Saxer, wonach die Ableitung einer ganzen Funktion mit einem endlichen 
Ausnahmewert höchstens den Ausnahmewert 0 haben kann (bei Saxer für Aus- 
nahmewerte im Picardschen Sinne, beim Verf. auch für Ausnahmewerte mit dem 
Defekt 1 sowie für Ausnahmepolynome). Dem Verf. sind offenbar die Untersuchungen 
des Referenten zu diesem Gegenstande unbekannt geblieben (S.-B. preuß. Akad. 
Wiss. 1929; J. f. Math. 167); dort ist nicht bloß gezeigt, daß dann die Ableitung den 
Ausnahmewert O im Picardschen, bei unendlicher Ordnung im Borelschen Sinne haben 
muß, sondern es sind analoge Sätze in aller Allgemeinheit für meromorphe und alge- 
broide Funktionen und für die viel weiteren Klassen Nevanlinnascher und Valironscher 
Ausnahmewerte bewiesen. Es versteht sich übrigens, daß diese Sätze auch in der Um- 
gebung einer isolierten Singularität sowie für Funktionen im Einheitskreise bestehen. — 
Der letzte Teil der Arbeit bringt Verallgemeinerungen der Sätze von Schottky, 
Landau und der Normalfamilienkriterien (vgl. dazu dies. Zbl. 1, 398 und 2, 38). — Die 
Arbeit enthält einige erstaunliche Stellen. Z. B. wird die Relation lim 7 (r, f):logr = 
für Funktionen, die im Unendlichen wesentlich singulär sind, mit Hilfe des großen 
Picardschen Satzes erschlossen ($ 11), während sie doch gerade dazu dienen soll, diesen 
Satz aus dem 2. Hauptsatze zu folgern! Auch glaubt Verf. darauf aufmerksam machen 


zu müssen, daß aus lim N (r,a):T(r, f)—=0 keineswegs folge, daß a ein Ausnahmewert 
sei. In einer solchen Verschärfung des Begriffs Ausnahmewert lag aber ein Hauptfort- 
schritt der Nevanlinnaschen Theorie gegenüber der klassischen Theorie der ganzen und 
meromorphen Funktionen. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Biernacki, M.: Sur une limitation du module de la döriv6e des fonetions holomorphes. 
Ann. Soc. Polon. math. 10, 15—20 (1932). 

Es wird folgender Satz bewiesen: Sei f(z) regulär in |2|< R’, M = max |f(2)|, 
A—maxRf(e) auf |» |< R<R,A’ obere Grenze des Realteils in l2|<&. 
Dann gilt M en RR 2 R) 

ES us 
und Gleichheit tritt nur ein, wenn f(z) den Kreis |2| < R’ in die Halbebene R f(z) < 4’ 
abbildet. ü Ullrich (Marburg, Lahn). 

Nevanlinna, Rolf: Über eine Minimumaufgabe in der Theorie der konformen Ab- 
bildung. Nachr. Ges. Wiss. Göttingen I, Nr 37, 103—115 (1933). 

The author proves the following extension of a theorem of Milloux [J. de Math., 
ser. 9, 3, 345—401 (1924)]: Let R be a region such that every circle 2]|=r(0<r=]) 
contains at least one point not belonging to R. Let w(z) be a single-valued, analytic 
function in R satisfying the following conditions: 1. | w(2) |<1in., 2. lim |w() |< 6 
(0<ö<1) for every boundary point of R lying in |z L<J1. Then. 

3 tr 
i+r 


Are 
|w(reir)|< 6" 
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in every interior point z= re? (0 <r<1) of R. The sign of equality holds only for 
the region R, formed by slitting the unit circle along the radius (0, —eiP) and for the 
function ı Vaomie \2logö 
w(z) = vs Im 
l-+iyzeiP: 
Whether this theorem gives the best possible majorant for w(z) in the case that w(z) 
is analytie in the whole unit circle is not determined. The above result is obtained as a 
consequence of a similar theorem concerning harmonic functions which is proved in 
two ways. Both methods of proof use the notion of an invariant angular measure de- 
fined in the following manner: Let R be a region bounded by a finite number of Jordan 
arcs. Denote by & any set of these arcs and by u,„(z) that bounded harmonie function 
in R which assumes the value 2x on the arcs & and the value O0 on all the other arcs 
of the boundary of R. The quantity u,(z) is defined as the angular measure of the 
arcs & at the point z (relatively to R). The first proof is based on an integral represen- 
tation of the angular measure relatively to R,, the second proof is based on the Koebe- 
Bieberbach-Faber Verzerrungssatz. In the case that R is simply connected, the 
above result was also obtained by E. Schmidt [S.-B. preuß. Akad. Wiss. 25, 394—401 
(1932); this Zbl. 5, 363]. W. Seidel (Cambridge, Mass.). 
Srivastava, P. L.: A theorem on integral funetions. Bull. Acad. Sci. Allahabad 
1, 43—44 (1932). 
Sei /(z) ganz, höchstens vom Minimaltypus der Ordnung 1. Dann folgt aus dem 
Satze von Phragm&n-Lindelöf das identische Verschwinden von f(z), wenn noch 
/(@)—0 in beiden Richtungen der reellen Achse angenommen wird. Diese Voraus- 


setzung kann durch absolute Konvergenz des Integrals ü f(z) dz in den beiden Rich- 
tungen der Achse ersetzt werden; dies zeigt man einfach mit Hilfe einer Integral- 
darstellung der sog. assoziierten Funktion a(z) = In! a,2”, die hier wieder ganz ist. 
Man vergleiche dazu Selberg (dies. Zbl. 3, 301), der mit Konvergenz- bzw. Limitier- 
barkeitsannahmen über die Folgen /(+n) auskommt. Ullrich (Marburg, Lahn). 
Jain, S. P.: An analogue of a theorem of Phragmen-Lindelöf. J. Indian Math. 
“Soc. 19, 241—245 (1932). 
Durch Fortführung der Methode der vorstehenden Arbeit beweist der Verf. einen 


ähnlichen Satz für ganze Funktionen vom Normaltypus der Ordnung 1: f I(@) dz 
wird nun auf drei Halbstrahlen absolut konvergent angenommen, die zu je zweien 
einen Winkel < x bilden. Es sei bemerkt, daß sich diese Sätze auch gewinnen lassen, 
wenn man auf den Beweis des Phragmen-Lindelöfschen Satzes zurückgeht, wie er 
aus der Jensen-Nevanlinnaschen Integralformel für den Halbkreis zu erbringen ist, 
und dort das Integral über den geradlinigen Teil des Randes stehenläßt, statt es grob 
abzuschätzen. Ullrich (Marburg, Lahn). 
Valiron, Georges: Le thöor&me de Borel-Julia dans la theorie des fonetions m£ro- 


morphes. (Zürich, Sitzg. v. 5.—12. IX. 1932.) Verh. internat. Math.-Kongr. 1, 270 
bis 279 (1932). 

Überblick über die Wertverteilungslehre von den Anfängen bis in die jüngsten Tage. 
Der Vortragende skizziert die Forschungslage beim Einsetzen von Borels Arbeiten, Sinn, 
Tragweite und Erfolge seiner „elementaren Methode‘‘, die im Beweis des Picardschen Satzes 
höhere Transzendenten als den Logarithmus meidet, dafür aber einfache Wachstumssätze 
heranzieht. Er umreißt Borels Programm und zeigt, wie weit die Durchführung gediehen ist. — 
Einerseits wird nach dem Verhalten der Beträge der a-Stellen gefragt; diese Untersuchungen, 
von Borel ins Rollen gebracht, haben nun in der Theorie von Rolf Nevanlinna abgerundete 
Gestalt gewonnen. Es folgt ein Eingehen auf die Sätze von Landau und Schottky, ihren 
erst elementaren, dann transzendenten Beweis (mit Hilfe uniformisierender Transzendenten, 
z. B. Modulfunktion) und auf die Frage, ob elementare oder transzendente Methoden vorzu- 
ziehen seien. Da letztere die genauen Schranken liefern und durch Frithjof N evanlinna 
so weit ausgebaut wurden, daß sie auch die Sätze seines Bruders liefern, mag man ihnen den 
Vorzug geben. (Indes hat man ihnen bisher noch nicht die Sätze über die Ableitungsfestigkeit 
der Ausnahmewerte abgewinnen können, welche deren einzige bisher in aller Allgemeinheit 
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irenschaft geben.) Neuerdings tritt durch Ahlfors Methoden diese Frage in neues 
a on ein Orion Weg öffnet, in in manchem entschiedene Überlegenheit zeigt. ber 
Andererseits wird das Verhalten der Argumente der a-Stellen untersucht. Hier gab die Theorie 
der Normalfamilien durch Julia die ersten qualitativen Erfolge, die durch Ostrowski und 
Saxer abgerundet sind. Quantitativ befriedigen sie nicht. Daraus entspringt die Theorie 
der „‚Cercles de remplissage“, d. s. Kreisfolgen, die gegen 00 rücken, indes ihr Sichtwinkel vom 
Ursprung gegen Null strebt, und in denen die Funktion jeden Wert so oft annimmt, wie schon 
ihre Charakteristik es nahelegt — ausgenommen höchstens die Werte aus zwei Scheibchen 
auf der Kugel, deren Radius auch gegen 0 strebt. Schließlich berichtet der Vortragende über 
jüngste Untersuchungen zur Bestimmung der — aus jener Theorie heraus nahegelegten — 
ausgezeichneten Richtungen (sog. Picard-, Julia-, Borelsche). Hier hat man besonders bei 
ganzen Funktionen in dem Satze von Phragmen-Lindelöf und seinen Verschärfungen ein 
kräftiges Werkzeug, das Problem anzugreifen. Es ergibt sich ein merkwürdiger, in den Einzel- 
heiten aber noch wenig geklärter Zusammenhang mit dem Randverhalten von Potenzreihen 
endlichen Konvergenzkreises. Ullrich (Marburg, Lahn). 


Milloux, Henri: Quelques propriet&s des fonetions entieres d’ordre infini. Distribution 
de leurs valeurs. Ann. Ecole norm., III. s. 49, 311—350 (1932). 

Verf. zeigt, daß es auch bei ganzen Funktionen unendlicher Wachstumsordnung 
zwei wesentlich unterschiedene Folgen von „Cercles de remplissage‘‘“ gibt; während 
aber deren Zentren bei ganzen Funktionen (großer) endlicher Ordnung mindestens 


um gegeneinander verdreht erscheinen, kann bei unendlicher Ordnung keine solche 


Winkelschranke angegeben werden, die von r = |z | unabhängig wäre; dies leuchtet ja 
von vornherein ein. Trotzdem ist es möglich, in einer wohlumschriebenen Folge von 
Kreisringen je zwei cereles de remplissage nachzuweisen; für deren Zentren können 
die Abstände vom Ursprung und die Winkelabstände voneinander, und für die ganze 
Funktion g(z) kann die a-Stellenzahl in diesen Kreisen asymptotisch mit Hilfe der 
Charakteristik 7(r, g) beschrieben werden. — Neben der Durchführung des allgemeinen 
Falles geht die einer speziellen Klasse ganzer Funktionen einher, die durch 


lim 7(r,g):r = 0, 00 bestimmt ist. Sie gestattet es, schärfere Ergebnisse zu erzielen 
durch Anwendung von Methoden, die dem Spezialfall angepaßt sind. Ullrich. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik, Versicherungsmathematik:: 


Khintehine, A.: Zur mathematischen Begründung der statistischen Mechanik. 
Z. angew. Math. Mech. 13, 101—103 (1933). 

Die Note hat den Zweck, den Birkhoffschen Satz über die Existenz von Zeitdurch- 
schnitten bei willkürlichen Bewegungen konservativer kanonischer Systeme [Proc. 
Nat. Acad. Sci. Wash. 17 (1931); dies. Zbl. 3, 256] sowie über die Ergodenhypothese 
(ibid.) möglichst abstrakt zu fassen und dadurch für die allgemeine Wahrscheinlich- 
keitstheorie nutzbar zu machen. Betrachtet wird ein „physikalisches System“, dessen 
Zustand in den ganzzahligen Zeitpunkten = k=0, +1, +2, .... registriert wird. 
Der Einfachheit halber wird angenommen, daß der jeweilige Zustand durch eine ein- 
zige Variable © —= x(k) = x; charakterisiert wird und daß x nur der beiden Werte Null 
oder Eins fähig ist. Eine solche Folge f= {z;} bezeichnet der Verf. als einen Einzel- 
fall, und eine beliebige Menge F von Einzelfällen f als einen Fall des physikalischen 
Systems. Man setze 7,f= {z;,,}, wobei f= {a,} und r fest ist, und man verstehe 
unter T,/ den Fall bestehend aus allen Einzelfällen 7, f, wobei f alle in F enthaltenen 
Einzelfälle durchläuft. Es sei jeder Aussage über die Werte einer beliebigen, aber end- 
lichen Anzahl der x, eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet; eine solche ist dann nach den 
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung für gewisse Aussagen komplizierterer Art 
automatisch festgelegt. Das System soll zeitlich homogen heißen, wenn für jeden 
Fall F, der eine Wahrscheinlichkeit W(F) besitzt, die „Inkompressibilitätsbedingung‘“ 
W(T,F\=W(F, r=+1,+2,..., erfüllt ist. Es bezeichne nun H den Fall be- 
stehend aus denjenigen Einzelfällen {x}, für welche der Durchschnittswert 
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existiert. Der Verf. zeigt nach dem Birkhoffschen Muster, daß für jedes zeitlich homo- 
gene System W(H) = 1gilt. Dieser Hauptsatz wird sodann auf Systeme spezialisiert, 
bei welchen die durchschnittlichen relativen Häufigkeiten mit den Wahrscheinlichkeiten 
W übereinstimmen. Notwendig und hinreichend für diesen ‚„ergodischen“ Fall ist, 
wie bei Birkhoff, eine metrische Transitivitätsforderung, nämlich die Bedingung, 
daß keinem unter allen 7, invarianten Fall #=T,F eine von Null und Eins verschie- 
dene Wahrscheinlichkeit W zugeordnet ist. Zum Schluß werden die Beziehungen zu 
der v. Misesschen Häufigkeitstheorie angedeutet. Wintner (Baltimore). 

Del Veeehio, E.: Sulla dipendenza statistiea. Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, 235 —244 
(1933). 

Die korrelative Unabhängigkeit von zwei zufälligen Größen X, Y besteht bekannt- 
lich darin, daß der Erwartungswert von X vom Werte von Y unabhängig ist. Werden 
nun ähnliche Voraussetzungen für die Momente höherer Ordnung hinzugefügt, so ge- 
langt man zu immer einschränkenderen Bedingungen, welche selbstverständlich nach 
endlich vielen Schritten schließlich mit denjenigen der stochastischen Unabhängigkeit 
übereinstimmen, falls X nur einen endlichen Wertevorrat annimmt. de Finetti. 

0’Toole, A. L.: On the system of eurves for which the method of moments is the 
best method of fitting. Ann. math. Statist. 4, 1—29 (1933). 

From the method of maximum likehood for the estimation of the parameters 
0,, 0,, 0,, 0, of the frequency curve 

y= f(x, 0,, 0, 6,, 0,) (1) 


it follows, when moments of orders up to the fourth provide a best method of estimating 


four parameters in fitting (1) to observed data, that Ology must involve x only in poly- 


00 
nomial functions of the third degree. Then obviously y may be written in the form 
y= e a@!+pı@+ps@+ps2+P.) , (2) 
+00 
The convergence of the probability integral, that is, I, = / ydxz=1 requires that 


the coefficient of x be negative. The paper is concerned with the properties of the 
curves (2). It considers such properties as maxima, and minima, symmetry, and mo- 
ments. The curves are separated into four main types depending on the nature of the 
quartie in the exponent of (2), but perhaps more directly on the nature of the zeros of 
the derivative of this function in finding the locations of maxima and minima of the 
curves. In two of the types the moments are expressible in terms of Gamma Functions 
whereas in the other two they are expressible in terms of derivations of various orders 
of the integral /, with respect to certain parameters. H.L. Rietz. 

Vajda, Stefan: Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlegung der Versicherungs- 
mathematik. Assekuranz-Jb. 52, 176—191 (1933). 

An Stelle der in der Versicherungsrechnung üblichen Annahme, der Verlauf des 
Ausscheidens entspreche genau der zugrunde gelegten Ausscheideordnung, führt Verf. 
folgende Annahmen ein: Eine „erweiterte Ausscheideordnung“ bestehe aus den Funk- 
tionen v(m, a,„), welche die Wahrscheinlichkeit dafür angeben, daß genau m Personen 
im m-ten Jahre ausscheiden; dabei hängt v(m, a„) außer von m und a,„ noch von 
Gy, Agy ee.» Gy] und der Anzahl s der zu Beginn vorhandenen Personen ab. Wird 
dm = D v(m, a,,) * Im gesetzt, so gestattet schon die Voraussetzung 

dm = (8 — 41 — % — ++ — Am-1) * Ims 
WO gm VON S, 41, +++, dm nicht abhängt, die gebräuchlichen Formeln für die Prämien- 
berechnung wiederzufinden. Nach Hinzufügung einer weiteren Voraussetzung über 
die v(m, a„) wird die Herleitung der üblichen Formeln der Theorie des mittleren 
Risikos möglich. Konkrete Verteilungsgesetze (Bernoullische, Gaußsche, Poissonsche 
Verteilung) werden daraufhin untersucht, ob sie die über v(m, a„,) zu machenden Voraus- 
setzungen erfüllen. Birnbaum (Lwöw). 
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Gumbel, E. J.: Ein Maß der Güte für die Sterbetafel. Rec. math. Soc. math. Moscou 
39, Nr 3, 104—114 (1932). B. | 

Um die Güte einer Sterbetafel zu charakterisieren, führt der Verf. ein geeignetes 
Maß ein, d.h. einen dimensionslosen Koeffizienten, der zwischen O0 und 1 gelegene 
Werte annehmen kann und um so größer ist, je günstiger die Sterbetafel ist. Ist 


l(z) = [9 (z) dz (w das Grenzalter) die Verteilungsfunktion der über dem Alter x Ge- 
x 


storbenen, so ist #(x) = N" I(z) dz/l(x) die Lebenserwartung über dem Alter z und 
v7 


50) = [z1@) de| | Le) dz 
7 c 
das mittlere Alter der über zjährigen. Ausgehend von der Bemerkung, daß eine Sterbe- 
tafel um so günstiger ist, je größer die Lebenserwartung #(0) der Neugeborenen und je 
geringer das mittlere Alter = x(0) der gesamten stationären Bevölkerung ist, de- 
finiert der Verf. als Maß der Güte: 
oe = E(0)j2r, 
welches sich auch in der Form 


(f: (2) a2) 


NEZYOT? 
0) 


darstellen läßt. Es wird sodann eine Methode zur numerischen Berechnung dieses 
Ausdrucks entwickelt. Lüneburg (Göttingen). 
Gumbel, E. J.: La distribution de Gauss pour les deees. Rec. math. Soc. math. 
Moscou 39, Nr 3, 129—152 (1932). 
Die Untersuchung von Sterbetafeln führt auf das Problem, empirisch ermittelte 


Tafeln durch eine Gaußsche Verteilungsfunktion darzustellen. Es sei (x) = ji O2) dz 


die Verteilungsfunktion der über dem Alter x Gestorbenen, Ö(x) also die entsprechende 

Verteilungsdichte. Nach Lexis lassen sich die Todesfälle über einem gewissen Normal- 

alter £ durch die Gaußsche Verteilung charakterisieren. In der vorliegenden Arbeit 

wird diese Theorie auch für die Todesfälle unterhalb dieses Alters entwickelt, also 
He) home 


IT 


gesetzt, und die Konstante k so bestimmt, daß [ ®(z) dz= 1gilt.— Es wird eine Methode 
ö 


entwickelt, die gestattet, die Konstanten dieser Funktion und andere biometrische 
Werte aus den Werten einer vorgelegten Tafel in übersichtlicher Weise zu bestimmen. 
An einigen Beispielen wird illustriert, daß diese Ausdehnung der Lexisschen Betrach- 
tung praktisch sinnvoll ist. Lüneburg (Göttingen). 
Gumbel, E. J.: Erreur moyenne et moyenne arithmötique. Age moyen des vivants 
et äge moyen au moment de la mort. ©. R. Acad. Sci., Paris 196, 1710—1712 (1933). 


Geometrie. 


Bottema, O.: Eine obere Grenze für das isoperimetrische Defizit einer ebenen Kurve. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 36, 442—446 (1933). 

Für zwei ebene konvexe Bereiche $ und $’, deren Randkurven positiv und stetig 
gekrümmt sind, seien F,, und F,, die Flächeninhalte, 7, der gemischte Flächeninhalt. 
Es wird für den Ausdruck Ff,— F,,F3, der nach Minkowski nicht negativ ist, 
eine obere Schranke abgeleitet, die von den Extremwerten des Verhältnisses der Krüm- 
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mungsradien in Punkten von $ und $” mit gleichsinnig parallelen Stützgeraden ab- 
hängt. Wird für $’ der Einheitskreis gewählt, so ergibt sich für das isoperimetrische 
Defizit von $ I®— 4nF <a? (Maxe — Mino)?, 

wenn L der Umfang, F der Inhalt und o der Krümmungsradius von $ ist. Eine etwas 
schwächere Abschätzung dieser Art ist schon von Liebmann (8.-B. Bayer. Akad. 
Wiss. 1918, 489—505) gefunden worden. (Ref.) W. Fenchel (Göttingen). 

Bückner, H.: Eine elementargeometrische Aufgabe. Jber. Deutsch. Math.-Ver- 
einig. 42, 275—276 (1933). 

Es ist der Punkt zu finden, für den die Summe der Entfernungen von drei ge- 
gebenen Punkten möglichst klein ist. Auszug. 

Cherubino, Salvatore: Aneora sulle eurve intuitive sghembe. Ist. Lombardo, 
Rend., II. s. 66, 77—91 (1933). 

Dans ce travail l’a. complete ses pr&cedentes recherches sur le sujet (v. ce Zbl. 2, 
285 et 4, 222), en demontrant que le nombre des plans osculateurs & une courbe gauche 
intuitive qui passent par un point quelconque de l’espace est born&, et que le nombre 
des tangentes qui s’appuyent ä une droite donnee est fini; suivent quelques remarques 
sur les courbes projections sur un plan des courbes gauches. Segre (Bologna). 

Fröhlich, Walter: Über das Vertauschen der Risse in Zweibildersystemen. Mh. Math. 
Phys. 40, 54—58 (1933). 

Ist (p’, p’’) das Bildpaar eines Raumpunktes p in einem allgemeinsten Zweibilder- 
system (Müller-Kruppa, Vorl. üb. darst. Geom. I: Die lin. Abb.), so ist (’=p",g"—=p’) 
i. a. nicht das Bild eines Raumpunktes g. Die besonderen Punktepaare p, q, für welche 
dies zutrifft, überdecken eine Fläche 2. Gr. ®, und liegen dort harmonisch-konjugiert 
bezüglich der auf ® liegenden Koinzidenzkurve 3. O. des Zweibildersystems. In der 
Zeichenebene bilden diese ausgezeichneten Punktepaare (p’ p’’) eine quadratische Ver- 
wandtschaft vom projektiven Typus einer Inversion mit reellen absoluten Punkten. 
Für ein allgemeines Zweibildersystem zerfällt ® in zwei leicht angebbare Ebenen. — 
Der Aufsatz schließt sich an K. Mack, Mh. Math. Phys. 28, 113 (1917) an. Kruppa. 

Schmid, Wilhelm: Über eine Zyklographie Z,, die aus einem quadratischen Hirst- 
Komplex abgeleitet ist. Anz. Akad. Wiss., Wien Nr 13, 115—116 (1933). 


@ Del Pezzo, Pasquale: Prineipi di geometria projettiva. Lezioni dettate nell’uni- 
versitä di Napoli, negli anni 1905—1932. Napoli: Siem, Stab. ind. edit. meridionali 
1932. 104 8. 

Turri, Tullio: Omografie reali proiettivamente distinte nel eampo reale e non nel 
campo complesso. „‚Rettifica a nota precedente.‘“ Rend. Semin. Fac. Sci. Univ. Cagliari 
3, 7—9 (1933). 

Vgl. dies. Zbl. 5, 307. 

Brusotti, Luigi: Sui poligoni del piano proiettivo aventi eircolazione massima. 
Ist. Lombardo, Rend., II.s. 66, 69—76 (1933). 

Ordnung m eines Zyklus der projektiven Ebene heißt seine größtmögliche Schnitt- 
punktszahl mit einer Geraden. Der Zyklus heißt ungerade, wenn m endlich und un- 
gerade ist. Zirkulation e eines Zyklus heißt seine kleinstmögliche Schnittpunktszahl 
mit einem ungeraden Zyklus. Index i eines Zyklus heißt seine kleinstmögliche Schnitt- 
punktszahl mit einer Geraden. Also 0<c<i<m. Ferner gilt fürm >1:ı<m— 2. 
Untersucht wird nun die Zirkulation eines geschlossenen geradlinigen n-Ecks. Es ergibt 
sich: Während e < ifürd < n — 2 möglich ist (es wird ein einfaches Beispiel gezeichnet), 
ist für Polygone vom größtmöglichen Index i= n — 2 auch stets c=i=n— 2. Und 
zwar sind die Polygone von größtmöglicher Zirkulation und größtmöglichem Index 
identisch mit den Komplementärpolygonen der projektivkonvexen Polygone; projektiv- 
konvex heißt ein Polygon, das durch Projektivität in ein konvexes übergeführt werden 
kann, und zwei Polygone heißen zueinander komplementär, wenn die Seiten beider 
paarweise komplementäre Segmente derselben Geraden bilden (komplementäre Poly- 
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gone haben also alle Ecken gemein). Die Beweise folgen leicht aus bekannten, teilweise 
vom Verf. aufgestellten Sätzen der Topologie der projektiven Ebene. Cohn-Vossen. 

Richmond, H. W.: An extension of Morley’s chain of theorems on eireles. Proc. 
Cambridge Philos. Soc. 29, 165—172 (1933). 

H. Lob hat (dies. Zbl. 6, 125) eine Methode angegeben, die Kette der Morleyschen 
Sätze über die Mittelpunkte der mit einem Liniensystem in der Ebene verbundenen 
Kreise synthetisch durch Projektion gewisser Punktfiguren auf rationalen Normal- 
kurven herzuleiten. Geht man nun von den kanonischen Parameterdarstellungen der 
Normalkurven aus, so erhält man in der Ebene kanonische Darstellungen für die vor- 
kommenden Liniensysteme und Kreise. Mit ihrer Hilfe kann die Kette der Morley- 
schen Sätze nicht nur auf elegante Weise analytisch bewiesen, sondern sogar noch ver- 
allgemeinert werden. Ausführlich wird der Fall eines Systems von 7 Geraden der Ebene 
behandelt. Die Verallgemeinerung bezieht sich darauf, daß man statt von dem System 
der Schnittpunkte von n + 1 Geraden von einem allgemeineren Punktsystem ausgehen 
kann, um eine Kette Morleyscher Sätze zu erhalten. E. A. Weiss (Bonn). 


Algebraische Geometrie: 

Todd, J. A.: A configuration in space of nine dimensions related to Kummer’s 
16, eonfiguration. J. London Math. Soc. 8, 126—129 (1933). 

Durch die Abbildung der F? des R, auf die R, eines R, wird eine Abbildung der 
Punkte des R, auf eine M3 des R, induziert. Unterwirft man eine Kummersche Kon- 
figuration dieser Abbildung, so erhält man, ihren 16 Punkten und 16 Kegelschnitten 
entsprechend, im R, eine Konfiguration von 16 Punkten und 16 rationalen C*, von 
denen jede 6 der Punkte enthält und einen R, aufspannt. Aus dieser Konfiguration 
kann die Kummersche durch Projektion von einem geeigneten R, aus wiedergewonnen 
werden. Die Punkt-R,-Konfiguration des R, wird nun unabhängig von der Abbildung 
(analytisch) untersucht, und es wird gezeigt, daß sie aus 11 Punkten lediglich unter 
Verwendung von Inzidenzsätzen konstruiert werden kann. Alle Konfigurationen dieser 
Art sind projektiv äquivalent. Aus jeder von ihnen kann jede beliebige Kummersche 
Konfiguration durch Projektion erhalten werden. Man hat nur die durch die Punkt- 
sechstupel laufenden C* so zu wählen, daß die Punktsechstupel auf ihnen projektiv 
äquivalent werden mit den Punktsechstupeln auf den entsprechenden Kegelschnitten 
der Kummerschen Konfiguration. E. A. Weiss (Bonn). 

Emeh, Arnold: Über eine besondere Raumkurve sechster Ordnung. Mh. Math. 
Phys. 40, 193—200 (1933). 

Als Schursche C® wird die Raumkurve 6. Ordnung vom Geschlechte p= 3 be- 
zeichnet, welche zugleich Kegelspitzenkurve ist und ein vollständiges einbeschriebenes 
Vierseit und dann oo! Vierseite dieser Art enthält, deren Ebenen eine 03 umhüllen 
[Math. Ann. 18, 26 (1881)]. Als Anwendung früherer Resultate (dies Zbl. 4, 160; vgl. 
auch Zbl. 5, 115) wird diese Kurve hier als dreifache Kurve der Regelfläche #8 gewonnen 
und untersucht, die als Erzeugnis einer symmetrischen (4,4)-Korrespondenz zwischen 
den Schmiegungsebenen der 0% entsteht. E. A. Weiss (Bonn). 

Telling, H. G.: Related quadries and systems of a rational quartie eurve. Proc. 
Cambridge Philos. Soc. 29, 195—206 (1933). 

In einem 8, betrachtet man eine rationale normale O* und einen Punkt F mit 
seiner Polarhyperebene ® in bezug auf diejenige Polarität, die jeden Punkt von C* in 
die betreffende oskulierende Hyperebene verwandelt. Man konstruiert dann die Pro- 
jektion der Kurve 0% von F aus auf ® und gleichzeitig den Durchschnitt mit ® der 
Tangentenfläche von 0%. Man erhält so in D zwei Kurven C* und 0%, die zueinander 
dual sind. ‘Die Kurve O* liegt auf einer Fläche 2. Ordnung, während ihre oskulierenden 
Ebenen eine andere Fläche 2. Ordnung berühren, und die Berührungspunkte bilden 
die Kurve 0%, deren oskulierende Ebenen eine neue Fläche 2. Ordnung berühren; 
die neuen Berührungspunkte bilden eine neue rationale C* usw. Man erhält eine nach 
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beiden Seiten unendliche Schar von Flächen 2. Ordnung, welche zu einer interessanten 
Konfiguration Anlaß gibt. Eine wichtige Rolle spielen sowohl die Doppellinien der 
Tangentenflächen als auch die Developpablen der Bitangentialebenen der verschie- 
denen O* und 0, die immer zu neuen Kurven C* und 0% desselben Typus führen. Es 
werden die Eigenschaften der Konfiguration der vier Hyperoskulationspunkte der 
ursprünglichen C* und auch die Kollineationen, die die ganze Figur in sich überführen, 
studiert. B.G. Togliatti (Genova). 

Godeaux, Lueien: Sur une quadrique double de genres un. Mathematica 7, 136 
bis 143 (1933). 

Une cubique gauche rencontrant une quadrique Q, en six points distincts A,;, 
06% quadriques Q formant un systeme linaire passent par A,. Si on les rapporte pro- 
jectivement aux plans de l’espace E,, on obtient une correspondance (1,2) entre les 
points de E,. Si le plan ©, correspond AQ, et Ö est une conique de ®,, une courbe D 
du 8m° ordre lui correspond sur Q,. La surface D designee au titre est la quadrique 
double Q, ayant D comme courbe de diramation avec 6 points doubles A;. ® possede 
un groupe trirectangle de transformations birationnelles en elle-m&me: 1) fait corres- 
pondre deux points superposes de Q,, 2) @, fait correspondre les points de ® homo- 
logues aux points superposes de la quadrique double R representee chacune sur le plan 
double ©, avec la courbe de diramation 6; 0 et 0, engendrent des involutions ration- 
nelles, 3) le produit 00,; il engendre une involution de genre un. L’auteur examine 
encore un modele projectif de ® dans l’espace lindaire S, — une surface ®, d’ordre 16. 

S. Finikoff (Moskau). 

Kampen, Egbert R. van: On the fundamental group of an algebraie eurve. Amer. J. 
Math. 55, 255—260 (1933). 

Let C be a plane algebraie curve of order n in the complex projective plane P, 
Oa point of P not on (©, &, a line on O meeting C in distinet points B,, B3, - - -, Bn- 
Furthermore, let a be alinein Pnoton O, A and A, the intersections of a with a variable 
line x on O and with &, respectively, and A,, Ag, . . ., Am the intersections of «a with 
the lines on O tangent to C or passing through the singular points of ©. It has been 
shown by Lefschetz that any set of n non-intersecting loops 91, 92; - - -» min &, on O 
and around the points B;,i.e. a set of generators of the fundamental group I’ of &, — 
(B}, + ::- + B,„), is also a set of generators of the fundamental group @ of P—C. 
Let y1, Y3> - - -» Ym be a set of loops on A, in a, generating the fundamental group of 
a—(A,)+4A,+ :--—+ A). As A describes y,, each loop g; is deformed into another 
element @;,(91> 92» - - -» 9n) of], and = 9,,(91; - - -, 9n) 15 a generating relation of@. 
The author proves that these mn relations, together with the trivial relation g,93...9n=1, 
constitute a complete set of generating relations of @. The author also quotes a remark 
by the reviewer to the effect that Enriques’ proof of the existence of algebraic functions 
of two variables with C as branch curve contains a very simple method of constructing 
the corresponding Riemann manifold of the function, and hence could be considered 
as a proof of the completeness of the above mn + 1 generating relations, provided, 
however, it is proved that: it is possible to find n substitutions 8], 83, . .,.8n on p 
letters, satisfying these relations and not satisfying any given relation independent of 
them, O. Zariski (Baltimore). 

3 Kampen, Egbert R. van: On the connection between the fundamental groups of 
some related spaces. Amer. J. Math. 55, 261—267 (1933). 

The author establishes a general theorem on the fundamental group of certain 
topologieal arewise connected spaces, which underlies the contents of his previous 
paper (reviewed above). Let A and C be two separable, regular, topological spaces, 
and let a univalued continuous transformation of C’ into A be given, in which: (l) to a 
finite or a countable number of homeomorphic subsets + B; of O, such that DB; is 
closed in ©, and no two B/}s have a point in common, there corresponds in A an homeo- 
morphie subset B closed in A; (2) 0 — DB; is homeomorphie with A— B. The 
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question treated is that of the determination of the fundamental group of A in terms 
of the properties of C and B. Let B be arcwise connected and let © be the sum of at most 
a countable number of arcwise connected components C,, each containing at least one 
set B;, called B,, which the other sets B; in C,, if they exist, are called B,,. A point O0 
in B is taken as the origin of the fundamental group @(A) of A, the corresponding 
point O,in B, is taken as origin of @(C)), while the corresponding points in the sets 
B,, are called O,,. Fixed arcs h,, from O, to O,,; are considered, to which there correspond 
elements of 9); of @(A). A complete set of generators for @(A) is given by 
a complete set of generatorsa,„for each O(,and by the elements g,,. Let 
b,ß=1,2,..., be the generators of G@(B) and let the corresponding elements of 
G(B,) and G(B,,) be big and Dyjp- Then bie = Yıp (a ) and hy by; = Yıjp (ara) . 
A complete set of generating relations for @(A)is given: (l)by a com- 
plete set of generating relations y,(.)=1 for each C;: (2) and by the 
relations %Y7,(a1.) = Pıp(@a) = 955 Prjp(@k«) G,;. Applications to several special 
cases are given. O. Zariskı (Baltimore). 

Roth, L.: Some surfaces eontaining triple eurves. II. Proc. Cambridge Philos. Soc. 
29, 178—183 (1933). 

Die Fläche, die die Punktepaare einer algebraischen Kurve C} von der Ordnung n 
und dem Geschlecht p darstellt [s. M.De Franchis, Rend. Circ. mat. Palermo 17, 
104 (1903); F. Severi, Atti Accad. Sei. Torino 38, 185 (1903)], wird hier auf elemen- 
tarem geometrischen Wege konstruiert. Die gegebene 07 sei im gewöhnlichen drei- 
dimensionalen Raume enthalten; ihre Punktepaare, d.h. ihre Sehnen, können dann, 
durch die übliche Darstellung der Geraden des Raumes auf die Punkte einer V7 des $,, 
durch die Punkte einer Fläche dargestellt werden. Verf. bestimmt die projektiven 
Charaktere (Ordnung, Rang, Klasse, Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte usw.) 
der so gewonnenen Fläche; der von De Franchis und Severi angegebene Wert 
3p(p — 3) des arithmetischen Geschlechts der Fläche wird bestätigt. Anwendung 
auf 01,C3,08,0%,C3; den ersten Fall ausgenommen, erhält man Flächen mit je 


einer dreifachen Linie. — Anmerkung: Der Wert von ö’ 8. 180 unten ist mit früheren 
Formeln nicht in Übereinstimmung (s. K.Rohn und L. Berzolari, Enzykl. d. math. 
Wiss. IIIC 9, 1285). E.@. Toglvatti (Genova). 


Roth, L.: On surfaces of sectional genus four. Proc. Cambridge Philos. Soc. 29, 
184—194 (1933). 

Bestimmung aller normalen algebraischen Flächen des 8,, wo r>3, die keinen 
mehrfachen Punkt und deren Schnittkurven C das Geschlecht 4 haben. Die Ordnung n 
der gesuchten Flächen muß >6 sein. Wenn n = 6 ist, hat man die Schnittfläche 
einer V3 und einer V3 in $S,. Wenn n >6 ist, hat man entweder rationale Flächen 
oder Flächen, die mit elliptischen Regelflächen birational äquivalent sind; die Be- 
trachtung des zum System |C| der Schnittkurven adjungierten Systems |C’ | gibt 
durch einfache Diskussion die Darstellung jener Flächen entweder auf der Ebene 
oder auf einer elliptischen Regelfläche 5. Ordnung im 8,; man findet so 6 fundamentale 
Flächentypen (4 rationale und 2 irrationale), aus denen alle weiteren normalen und 
nichtnormalen Lösungen mittels Projektionen erhalten werden können. Toghatti. 

Segre, B.: Intorno alla geometria sopra una varietä algebriea. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., VI.s. 17, 207—211 (1933). 

Es wird eine Reihe von Untersuchungen über numerische Invarianten von Kurven 
und Flächen auf einer algebraischen V, angekündigt. Ist C eine Kurve, S eine Fläche 
in V,, so kann man stets die Schnittpunktszahl [CS] und den virtuellen Grad [2]; von C 
auf S definieren. Die Schnittpunktszahl von C mit einer kanonischen Fläche wird mit yo 
bezeichnet, das Geschlecht von € mit zo. Dann ist 

[08] + [0°]Js = (re — 1) — xo- 
Als Anwendung wird die Schnittpunktszahl von C mit der Restschnittkurve zweier 
durch CO gehenden Flächen bestimmt. — Ist (8) ein Netz von Flächen mit einer Basis- 
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kurve C und 5 weiteren Basispunkten, ist weiter M die Jakobische Kurve des Netzes 
und & die Invariante von Enriques-Castelnuovo der allgemeinen Fläche 8, so 


an OS ra le 1} 
nicht von (8) ab; sie ist eine absolute Invariante des V,, und zwar gleich 
A 2upe 21. 


Ist weiter p das arithmetische Geschlecht von 8, x; das Geschlecht einer Schnittkurve 
zweier 8 und zzy das von M, so ist auch 


9=ny+b— Ing — 369 BIOS] + X — (Rc— 1)} 
unabhängig von (S), und zwar 
9=311+A+2383=41I+4P, +1. 
Sodann werden noch einige numerische Angaben über Berührungsprobleme bei zwei 
Netzen und insbesondere bei einem linearen System 00% gemacht. 
van der Waerden (Leipzig). 

Babbage, D. W.: Note on rational double planes. J. London Math. Soc. 8, 130 
bis 133 (1933). 

Man kennt die drei typischen rationalen Doppelebenen: die Verzweigungskurve 
ist entweder eine 0?” mit einem (2» — 2)-fachen Punkte, oder eine 0%, oder eine 0% 
mit zwei unendlich benachbarten dreifachen Punkten. Die Rationalität der Doppel- 
ebene im 2. und 3. Falle wird hier folgendermaßen bewiesen: Die Doppelebene (der 
2. Art) mit der Verzweigungskurve f, (xyz) = 0 wird zunächst als Doppelbild der 
Fläche {? 2? = f, betrachtet; diese ist eine F* mit einem Selbstberührungspunkt ?; die 
‚008 Flächen 2. Ordnung die F* in P berühren, verwandeln die F? in eine F® des $, 
(Durchschnitt einer Hyperfläche 2. Ordnung und eines S,-Kegels V3, deren Schnitt- 
flächen Veronesesche Flächen sind); die Rationalität jener F® ist leicht zu bestätigen, 
da eine geeignete Projektion sie in eine einfache #3 verwandelt; die Projektion der F8 
‘von einer ihrer Tangentialebenen aus gibt endlich für sie eine Darstellung auf einem 
Doppelkegel V?, und daraus folgt auch ihre Darstellung auf einer Doppelebene der 
3, Art. Am Ende einige ähnliche Betrachtungen, die die Doppelebenen der 1. Art be- 
treffen. E.@. Toglvatti (Genova). 

Babbage, D. W.: Isolated singular points in the theory of algebraie surfaces. Proc. 
Cambridge Philos. Soc. 29, 212—230 (1933). 

Nach Wiederholung einiger bekannter Begriffe und Sätze der Theorie der alge- 
braischen Flächen, insbesondere über die Zusammensetzung (im Sinne von M. Noether 
und (0. Segre) eines isolierten mehrfachen Punktes einer Fläche, und über die In- 
varianten /, &, p, und deren Ausdrücke in den projektiven Charakteren der Fläche, 
werden folgende Typen singulärer Punkte studiert: ein gewöhnlicher uniplanarer 
Doppelpunkt; ein biplanarer Doppelpunkt, dem ein zweiter (konischer) Doppelpunkt 
unendlich nahe ist; ein s-facher Punkt im Fall, wo der Tangentenkegel aus s zusammen- 
fallenden Ebenen besteht (ohne weitere Besonderheiten); ein gewöhnlicher (Doppelt-) 
Selbstberührungspunkt; ein s-facher Selbstberührungspunkt. In jedem Fall wird der 
Einfluß der betrachteten Singularität auf I, , p„ diskutiert. Schließlich werden die 
Werte von I und w für Doppelebenen und mehrfache Flächen bestimmt. 

Togliattı (Genova). 
Snyder, Virgil: On a series of involutorial Cremona transformations of space defined 
by a peneil of ruled surfaces. Trans. Amer. Math. Soc. 35, 341—347 (1933). 

Pencils of surfaces |F„| in 8, having a rational curve to multiplieity n — 2 as 
part of its base curve, give rise to space Cremona transformations in a manner already 
discussed by Carroll and Black in some special cases (see this Zbl. 5, rl). The present 
‚paper discusses the possible cases in which every surface of the pencil is ruled. Several 
new transformations are obtained, including a number of well known types. 
Zariski (Baltimore). 
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Differentialgeometrie: 

Klanfer, Laura: Metrische Charakterisierung der Kugel. Erg. math. Kollogu. H. 4, 
43—45 (1933). 

Arrighi, 6.: L’evoluta della superfieie dei eentri di earena. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., VI.s. 17, 267—275 (1933). 

Welehman, W. G.: Ineidence serolls. Proc. Cambridge Philos. Soc. 29, 235—244 
1933). 
a beschäftigt sich mit denjenigen Regelflächen eines beliebigen Raumes S,, 
deren Erzeugende als die Geraden definiert werden können, die eine geeignete Anzahl 
gegebener Unterräume treffen; jene Unterräume bilden die „Basis“ der Regelfläche. 
So bilden z.B. die Geraden eines S,,.,, die drei 8, und einen S,; | treffen, eine rationale 
Regelfläche der Ordnung 2n, die dem allgemeinsten Typus solcher Regelflächen an- 
gehört; und die Geraden eines S,,, die eine Ebene, @ S„_3 und m — 2: S„_, treffen, 


bilden eine Regelfläche der Ordnung 7 + i— 1 mit dem Geschlecht (” F* = 


usw. Die Arbeit enthält eine lange Reihe den beiden hier zitierten ähnlicher Sätze. 
Die gefundenen Regelflächen werden sehr rasch kompliziert und gehören nicht immer 
den allgemeinsten Typen an. E.@. Togliatti (Genova). 

Lecornu, L&on: Sur les surfaces funieulaires. C. R. Acad. Sci., Paris 196, 1553 
bis 1557 (1933). 

Wenn Ref. die nur angedeutete Problemstellung richtig versteht, handelt es sich 
um Tschebyscheff-Netze. Es werden einige bekannte Formeln dieser Theorie an- 
gegeben, durch eine nach Ansicht des Ref. fehlerhafte Rechnung würde sich ergeben, 
daß auf einer nichtebenen Minimalfläche kein Tschebyscheff-Netz liegen könnte, was 
nicht stimmt. Zum Schluß wird der analytische Ansatz des Problems gegeben, die 
Form eines durch undehnbare, festverknüpfte Fäden realisierten Tschebyscheff- 
Netzes zu bestimmen, das längs einer geschlossenen Kontur vorgegebenen Spannungs- 
kräften unterworfen ist, während im: Innern der Kontur keine Kräfte wirken. 

Cohn-Vossen (Köln). 

Rössler, Fred: Über eine geometrische Erzeugungsweise der windschiefen uneigent- 

lichen Affinsphären. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 9, 272 (1933). 


Albert, 0. W.: Relations between the projeetive and metrie differential geometries 
of surfaces. Amer. J. Math. 55, 181—196 (1933). 

L’auteur reprend l’etude de M. Morrison (le möme titre. Amer. J. Math. 39) 
de la liaison entre la theorie projective-differentielle de Wilezynski et la g&ometrie 
metrique de la surface en introduisant les coordonnees locales obliques par rapport 
au triedre forme par la normale de la surface et par ses deux tangentes asymptotiques. 
Il examine les quatre complexes lingaires osculateurs C,, C,, ©’, C” de Wilezynski 
et en donne beaucoup de proprietes partieulißres metriques ou projectives. Exemple: 
les deux directrices de la congruence (0’, 0”), les deux directrices de la congruence 
speciale des complexes speciaux (C\,, 0, et les tangentes asymptotiques de la surface 
constituent les six ar&tes d’un tetraedre. S. Finikoff (Moscou). 

Bortolotti, Enea: Gli invarianti d’intersezione nella geometria proiettiva differenziale 
delle superfieie. Rend. Semin. Fac. Sei. Univ. Cagliari 2, 97—108 (1932). 

Mit (y,) @= 1,2) sei eine Kongruenz der Kurven y, auf einer Fläche bezeichnet, 
mit 1; die betreffenden Tangenten an y;. In jedem regulären Flächenpunkt von F gibt 
es in der Tangentialebene (t, t,) zwei Bompianische Hauptgeraden (Bompiani, 
vgl. dies. Zbl. 3, 412), von denen jede je einen Hauptpunkt besitzt, d. i. den 
Scheitel des Projektionskegels von y;, der mit (t,t,) die Berührung von 3. Ord- 
nung hat. Der Verf. studiert die Beziehung der Verbindungsgerade s der Haupt- 
punkte zu folgenden projektiv-invarianten Geraden: der Polaren c (in bezug auf die 
Liesche Quadrik) der Schnittgeraden beiden Oskulationsebenen von Yı> Ya, der Ver- 
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bindungsgerade g der Rückkehrpunkte von y; (der Rückkehrpunkt ‚il punto di 
rigresso“ von y, ist der Schnittpunkt der Charakteristik der längs y; umschriebenen 
Torse mit deren Rückkehrkante), der Verbindungsgeraden / der Rückkehrpunkte der 
Kurven, welche die Hauptgeraden zu Tangenten haben. Von verschiedenen Resultaten 
seien hier nur folgende erwähnt: s— c dann und nur dann, wenn yı Darbouxsche Kur- 
ven sind, c—=g dann und nur dann wenn y; Segresche Kurven sind. Dagegen lassen 
sich immer solche y; ausfindig machen, daß f= s. Wenn y,, y, konjugiert sind, so {=c. 
Hlavatyj (Praha). 

Vranceanu, G.: Connexions aflines li6es aux systömes de Pfaff. Bul. fac. sti. Cer- 
näuti 6, 188—196 (1933). 

Die Arbeit hat einige Berührungspunkte mit einer früheren Arbeit des Verf. (vgl. 
dies. Zbl. 5, 181). — Es seien ds! n unabhängige Pfaffsche Formen in n Veränder- 
lichen 2’, und man betrachte die Transformationsgruppe 

dt — ca d—=cdt (hk=],..,m;k,l=m+l,...,n. (%) 
Durch diese wird im Raume der Veränderlichen x? eine vollständige affine Konnexion 
mit Torsion erzeugt, falls die ersten derivierten Systeme von ds:—= 0 und ds“ = 0 
beide Null sind. Gibt es derivierte Systeme von ds* = 0, ds" —= 0, so betrachte man 
diejenige Untergruppe von (*), die auch jedes dieser Systeme in sich transformiert. 
Diese erzeugt eine affine Konnexion im Raume der «‘, falls es in ds®—=0 und d#®—=0 


keine vollständig integrierbaren Verbindungen gibt. — Diese Resultate lassen sich 
leicht auf den Fall, wo das gegebene System ds’ = 0 in mehr als zwei Teilsysteme zer- 
fällt, erweitern. O. Boruvka (Brno). 


© Veblen, O.: Projektive Relativitätstheorie. (Erg. d. Math. u. ihrer Grenzgeb. 
Hrsg. v. d. Sehriftleitung d. Zbl. f. Math. Bd. 2. H.1.) Berlin: Julius Springer 1933. 
V,738.u.3 Fig. RM.8.—. 

Dieses Büchlein erhebt, wie Verf.in der Vorrede angibt, keinen Anspruch auf 
Vollständigkeit, sondern bietet „nur die Darstellung eines persönlichen Gesichts- 
punktes“. Nach einer einleitenden Übersicht (I) über die (älteren, bis einschließlich 
-Einstein und Mayer) einheitlichen Theorien für Gravitation und Elektromagnetismus 
setzt Verf. (II) den Begriff des projektiven Tensors (= ‚Projektors“) auseinander. 
Zu den gewöhnlichen Koordinaten nimmt er seinen „Eichfaktor‘‘ e* hinzu; er verwendet 
also durchweg ‚Veblensche Koordinaten‘, keine homogenen (außer im Tangential- 
raum und im klassischen Fall). [Verf. deutet die Punkte des Tangentialraumes als 


Differentiale, wodurch etwas unbehagliche Gleichungen wie da = n ent- 
& 


stehen; diese Auffassung läßt sich (ganz besonders in einer projektiven Theorie) nicht 
aufrechterhalten und spielt weiter auch keine Rolle]. Es wird dann der Begriff des 
projektiven Zusammenhangs eingeführt, erst (III) an Hand des Beispiels der „klassi- 
schen‘ (ebenen) projektiven Geometrie, sodann (IV) allgemein. Verf. beschränkt sich 
aber hauptsächlich auf den Fall, wo für Projektoren von einem geeignet gewählten 


Exzeß eine Übertragung existiert, wo also 1J5, proportional zu A; (mit einem kon- 


stanten Faktor) ist. Falls überdies IIy,; = Doist, folgt daraus bekanntlich die Existenz 
eines Bahnkurvensystems. [Diese Bedingung ist aber nicht notwendig.] Im Falle, wo 


die obige Voraussetzung bzgl. 1/7, nicht erfüllt ist, führt Verf. eine „Übertragung“ ein 

mittels der Gleichung X, = (;X*o(0,—1); durch den Zusammenhang ist aber 
nur die Gesamtheit aller derartigen Übertragungen, nicht eine solche selbst bestimmt. 
In V wird die nichteuklidische Geometrie, in VI die „Verallgemeinerte Kegelschnitt- 
lehre“, d. h. der durch einen symmetrischen Projektor @,; festgelegte Zusammenhang 
behandelt. Die zugehörigen geodätischen Linien werden in bekannter Weise als die 
Bahnen geladener Teilchen gedeutet. In VII werden die Feldgleichungen (nämlich die 
Einsteinschen Gravitationsgleichungen und die Maxwellschen Gleichungen) aus 
Variation des projektiven Krümmungsskalars hergeleitet. In VII schließlich werden 


27* 


420 


die Beziehungen zur fünfdimensionalen Riemannschen Theorie und zu den in der Vor- 
rede genannten Feldtheorien behandelt. — [Die Schrödingersche und Diracsche Glei- 
chung werden nicht in der Theorie des Verf. aufgenommen. Zu den in der Diracschen 
Gleichung evtl. auftretenden (von Schouten und van Dantzig und unabhängig 
davon auch von Pauli und Solomon entdeckten) Zusatzgliedern wird dementsprechend 
keine Stellung genommen. Physikalische Fragen treten gegenüber den geometrischen 
sehr stark in den Hintergrund.] D. van Dantzig (Delft). 

“ _ Veblen, Oswald: Geometry of two-eomponent spinors. Proc. Nat. Acad. Sci. 
U.S8.A. 19, 462—474 (1933). N 

Sind X%(a,...,9=1,2,3,4) orthogonale Bestimmungszahlen eines Raumzeit- 

vektors, so ordnet die Transformation 

xi4imexXufp,, X-iım—-X2y2, 

Kap Xi — X y2, BEL Xi — — X2Y2, 
diesem (und entsprechend jedem anderen) Vektor neue Bestimmungszahlen 
XAP — gjAP Xe— gAPX* zu (A=1,2, P=3,4) (a? (h,%,),k=1,2,3,4) sind be- 
liebige Raumzeitvariablen). Verf. verwendet die Schoutensche „Kern-Indexmethode“ 
(ein geometrisches Objekt wird immer mit demselben Kernbuchstaben bezeichnet; 
Änderung des Koordinatensystems wird durch Anderung der Indexart angedeutet), 
was ihm gestattet, die g;4?, g;? sowie g3, g; (Einheitsaffinor) usw. als verschiedene 
Arten von Bestimmungszahlen des Fundamentaltensors zu betrachten. Ist X? ein 
Nullvektor, so gibt es zwei binäre Größen w4, yP mit X4P? = y4yP. Die Verhält- 
nisse l/ap2 bzw. y?/y* lassen sich als Parameter der beiden Scharen von geradlinigen 
Erzeugenden der unendlichfernen Fundamentalquadrik betrachten. Führt man die 
Schoutenschen Spinbivektordichten &43, &py usw. = (!,t) ein, so kann man bekanntlich 
auch diese nach van der Waerden zum Herauf- und Herunterziehen von Indizes be- 
nutzen. Dementsprechend wird y“ bzw. w” nach J. A. Schouten nicht als Spinvektor, 
sondern als Spinvektordichte vom Gewicht !/, betrachtet, und der Fundamentaltensor 
erhält die neuen Bestimmungszahlen 92°, 94‘, usw. Es gilt dann die wichtige Beziehung 
29” = gP'g5’ + gr’ 95° 
geitgg—=gY-l, 
so daß die Diracschen Matrizen sich einfach als Bestimmungszahlen des Fundamental- 
tensors herausstellen. — Beschränkung auf reelle Nullvektoren gestattet y® — yl*, 
y* = y?* zu setzen, wo y“* die Konjugierte von y“ bezeichnet; y4 und y? sind 
dann bis auf einen Faktor ei” bzw. e-i*” bestimmt, wo x° von den x* unabhängig 
sein kann. Dies führt zur projektiven Auffassung. — Schließlich wird mittels 
yiu— dpi + Ta yP, Dia 0, I, = 0 eine kovariante Ableitung und mittels 
via — piopa=0, 9% =] eine Übertragung für Spinvektordichten definiert, wobei 
zu bemerken ist, daß die bekannte Beziehung 

PT; = Grl5;9% + garl9;W° 

dadurch erhalten wird, daß verlangt wird, daß die Gleichung dX“ + IT, X’da’ = 0 
eine Folge der Gleichung dw‘ + I, y?dx’—= ip; da’y“ und der entsprechenden 
für pP sein soll. D. van Dantzig (Delft). 

Hoffmann, Banesh: Projeetive relativity and the Einstein-Mayer unified field theory. 
Physic. Rev., II.s. 43, 615—619 (1933). 

Verf. untersucht die Beziehungen zwischen den neuen Feldtheorien von Einstein 
und Mayer (E.u.M.), Veblen und Hoffmann (V,u.H.) und Schouten und van 
Dantzig (S.u.v.D.). In den Bezeichnungen der letzteren unterscheiden sie sich 
durch die Werte zweier Zahlen p und q. Diese sind bei V. u. H. beide=1; bei E.u.M. 
ist q völlig unbestimmt, während p bei geeigneter Deutung der Theorie [vgl. $. u. v. D., 
Über eine vierdimensionale Deutung der neuesten Feldtheorie, Proc. Kon. Ak. Amster- 
dam 34, 1398—1407 (1931); dies. Zbl. 4, 230] gleich Null ist. Bei S. u. v. D. schließlich 


oder in Matrixbezeichnung 
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ist p=4, q—2, oder (nach einer Änderung von J. A. Schouten) q=2,g?—2p99+2p>0, 
p sonst beliebig. Verf. verallgemeinert nun die Theorie von V. u. H. dahin, daß er die 
Symmetriebedingung preisgibt, dagegen eine mit p=g gleichwertige Bedingung 
(al. 15) (ohne nähere Begründung) einführt. Der gemeinsame Wert von p und q läßt 
sich aus seinen Ausführungen nicht bestimmen. Gleichzeitig deutet er die Theorie 
von E.u.M.dahin, daß p=q wird, was wegen der großen Unbestimmtheit dieser 
Theorie anscheinend möglich ist, und erreicht dadurch Übereinstimmung dieser beiden 
Theorien. — [Verf. wendet gegen 8. u. v. D. ein, daß ihr P*, in der Theorie von E.u.M. 
nicht notwendig proportional zu F*, zu sein braucht, was offenbar richtig ist, weil 
die erstgenannte Größe bei E. u. M. überhaupt nicht vorkommt. Stellt man aber die 
Diraeschen Gleichungen auf, so ergibt sich die Proportionalität zwangläufig aus der 
Annahme, daß diese unverändert gültig bleiben. Überdies hätte ein zweiter (unab- 
hängiger) Bivektor keine physikalische Bedeutung. ] D. van Dantzig (Delft). 

Delens, Paul: Sur certains problömes relatifs aux espaces de Finsler. ©. R. Acad. 
Sci., Paris 196, 1356—1358 (1933). 

The first part of this note is concerned with the geometrical interpretation of 
. certain differential forms associated with a Finsler metrie and it is shown that the local 
angular properties of the space are those of the indicatrix of the point in the affine 
space attached to it, under the affine group preserving the point. The second part deals 
with the conformal representation of Finsler spaces and the work is correlated with 
that of Golab; it is also proved that two arbitrary projective line elements are con- 
formally equivalent. Finally the author gives the conditions for a representation pre- 
serving solid angles in the case of three-dimensional Finsler spaces. Knebelman. 

Cartan, Elie: Les espaces riemanniens symetriques. (Zürich, Sützg. v. 5.—12. IX. 
1932.) Verh. internat. Math.-Kongr. 1, 152—161 (1932). 

Expose succinct mais tres complet d’une theorie developpee par E. Cartan 
dans plusieurs memoires. Les espaces riemanniens symetriques font partie de la classe 
plus generale des espaces de Klein symetriques. Tout espace symetrique, de groupe 
donne @, correspond & une automorphie involutive de @; il est riemannien symetrique 
 (& ds? defini) si le plus grand sous-groupe invariant par cette automorphie est clos. 
Pour obtenir tous les espaces en question, on determine d’abord ceux qui sont appeles 
irreductibles. Ceci revient & la recherche des groupes simples et de leurs formes reelles, 
closes ou ouvertes. Les espaces riem. sym. donnent lieu & de nombreuses considerations 
topologiques et trouvent des applications dans la theorie des fonctions automorphes 
et dans la theorie arithmetique des formes. C. Ehresmann (Princeton). 

Dingle, Herbert: Values of T,, and the Christoffel symbols for a line element of con- 
siderable generality. Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 19, 559—563 (1933). 

Racah, 6.: Determinazione del numero dei tensori isotropi indipendenti di rango n. 
- Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 17, 386—389 (1933). 

Die Anzahl der linear-unabhängigen Tensoren T,,;,..i„, deren Komponenten 
einzeln invariant bei Rotationen sind, ist gleich der Anzahl der linear-unabhängigen 
linearen Invarianten eines allgemeinen Tensors T‘, ;,...i„, also gleich der Zahl, die 
angibt, wie oft die Einsdarstellung der Drehungsgruppe in der Tensordarstellung 
Dix DIX xD, (n Faktoren) enthalten ist. Diese Zahl wird in geläufiger Weise 
mit Hilfe der Charaktere der Drehgruppe berechnet. van der Waerden (Leipzig). 

Pastori, Maria: Sull’espressione generale dei tensori isotropi. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., VI. s. 17, 439—443 (1933). 


Topologie: 

Alexander, J. W.: Some problems in topology. (Zürich, Süzg. v. 5.—12. IX. 1932.) 
Verh. internat. Math.-Kongr. 1, 249—257 (1932). 

Allgemeiner Kongreß-Vortrag. Es werden drei Arten von Analysis Situs in Betracht 
gezogen — die mengentheoretische, die kombinatorische und die „elementar-geome- 
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trische“ (flat Analysis Situs). Die zweite Art unterscheidet ‚sich von der dritten 
dadurch, daß in der zweiten eine Zelle ein primitiver, nicht weiter zu definierender 
Gegenstand ist, während in der dritten als Zellen Simplexe im elementar-geometrischen 
Sinne (also in einer festen Metrik) auftreten. Dementsprechend wird die topologische 
Äquivalenz in der mengentheoretischen Topologie durch den gewöhnlichen Homöo- 
morphismus (= eineindeutige in beiden Richtungen stetige Abbildung), in der kombi- 
natorischen durch axiomatisch eingeführte „Unterteilungen“ der Zellenkomplexe, in 
der elementargeometrischen durch simpliziale (stückweise-affine) Abbildungen ein- 
geführt. Nach einer Übersicht der Beziehungen zwischen den verschiedenen Richtungen 
der Topologie wendet sich der Verf. den dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten und 
ihren Beziehungen zu den Knoten zu. P. Alexandroff (Moskau). 
Goeritz, Lebreeht: Knoten und quadratische Formen. Math. Z. 36, 647 —654 (1933). 
Eine reguläre Knotenprojektion [vgl. etwa Reidemeister, Knotentheorie, dies. 
Zbl. 5, 120 (1933)] zerlegt die Ebene in endlich viele Gebiete, die sich abwechselnd 
schwarz und weiß färben lassen, derart, daß gleichgefärbte Gebiete nur in den Doppel- 
punkten der Projektion zusammenstoßen. @, sei das Gebiet, das die unendlich fernen 
Teile der Ebene enthält; es werde schwarz gefärbt; die übrigen schwarzen Gebiete 
mögen @,, @3, -.., 6, heißen. Jedem auf dem Rande eines Gebietes @; liegenden 
Doppelpunkt P wird eine „Inzidenzzahl“ für dieses Gebiet zugeordnet, welche gleich 
0, 1, —1 ist, je nachdem G, in P an sich stößt oder, wenn dies nicht der Fall ist, je 
nachdem ob sich in P der überkreuzende Zweig in positivem Sinne (nach Festlegung 
eines solchen in der Ebene) über @, hinweg in den unterkreuzenden drehen läßt oder 
nicht. Für i,k >0 sei a,; die Summe der Inzidenzzahlen der Doppelpunkte auf dem 
Rande von @;, —a;; (i = k) die Summe der Inzidenzzahlen für die @; und @; gemein- 


n 
samen Doppelpunkte. Die quadratische Form f= D'a;; x; x, erfährt dann bei Knoten- 
ok=1 


deformationen Abänderungen, die sich aus folgenden elementaren Abänderungen 
zusammensetzen lassen: 1. Man unterwirft die x, einer linearen ganzzahligen uni- 
modularen Substitution. 2. Man ersetzt f durch f+ z2,, oder f+ a2, ,;1— 2&n+1 In+a 
(a eine natürliche Zahl). Invarianten gegenüber diesen Transformationen, und mithin 
Knoteninvarianten, sind gewisse von Minkowski eingeführte [Ges. Abh.1, 219 
(1911)] aus den a;; berechenbare Zahlen O,—= +1, welche den ungeraden, in der 
Determinante |a;,;| aufgehenden Primzahlen p zugeordnet sind. Sie gestatten unter 
Umständen eine Unterscheidung spiegelbildlicher Knoten (z. B. der beiden Kleeblatt- 
schlingen) und sind die einzigen bekannten, nicht aus der Fundamentalgruppe be- 
rechenbaren Knoteninvarianten. Magnus (Frankfurt a. M.). 

Lefschetz, S.: On singular chains and eyeles. Bull. Amer. Math. Soc. 39, 124 
bis 129 (1933). 

Darstellung der Theorie der singulären algebraischen Komplexe. Diese werden 
definiert als Linearformen in singulären (orientierten) Simplexen eines gegebenen 
topologischen Raumes R. Unter einem singulären orientierten Simplex des Raumes R 
versteht dabei der Verf. einen Ausdruck (e,, T, E,), wobei e, ein gewöhnliches orien- 
tiertes p-dimensionales Simplex, 7 eine eindeutige stetige Abbildung desselben in den 
Raum R, E, die entsprechende Bildmenge ist. Dabei gilt folgende Gleichheitsdefinition: 
ist.e, ein zweites orientiertes Simplex und U die affine Abbildung von e, auf e, und 
T’= TU so gilt definitionsgemäß (e,, 7’, E,) = (&, T, E,). Nachdem diese Defini- 
tionen festgelegt sind, gehen die weiteren Begriffsbildungen der kombinatorischen 
Topologie ihren natürlichen Gang. Sie führen den Verf. zum Invarianzbeweis für Betti- 
sche Gruppen. P. Alexandroff (Moskau). 

Hopi, Heinz, und Erika Pannwitz: Über stetige Deformationen von Komplexen 
in sieh. Math. Ann. 108, 433—465 (1933). 

„Welche Gebilde können in echte Teile von sich deformiert werden“ — so formu- 
lieren die beiden Verff. die allgemeine Frage, die ihren Untersuchungen zugrunde liegt. 
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In der Richtung, die durch diese Frage angegeben ist, erhalten die Verff. eine Reihe 
von weitgehenden Ergebnissen. Als zu deformierende Gebilde treten dabei homogen 
n-dimensionale Komplexe K” auf; Deformationen sind stets Deformationen eines 
Komplexes in sich. Ein Komplex, der in keinen echten Teil von sich stetig deformiert 
werden kann, heißt im Großen stabil; ein Komplex, der durch eine beliebig kleine 
Deformation auf einen echten Teil von sich abgebildet werden kann, heißt labil. 
Durch naheliegende Lokalisierung des Labilitätsbegriffes gelangt man zur Labilität 
und — durch Negation — zur Stabilität in einem Punkte, was dann (falls die be- 
treffende Eigenschaft in jedem Punkt stattfindet) zur Stabilität bzw. Labilität im 
Kleinen führt. Ferner wird der Begriff einer freien (n — 1)-dimensionalen Seite 
eines n-dimensionalen Komplexes eingeführt. Sodann lassen sich folgende Sätze be- 
weisen: I. Ein Streckenkomplex ist dann und nur dann im Großen stabil, wenn er 
keinen freien Eckpunkt besitzt. II. Es gibt für jedes n> 2 labile n-dimensionale Kom- 
plexe ohne freie Seite. III. Es gibt für jedes » > 2 Komplexe der Dimensionszahl n, 
die zwar im Kleinen, aber nicht im Großen stabil sind. — Die Unmöglichkeit, die Stabili- 
tät im Großen durch lokale Eigenschaften auszudrücken, folgt aus IV. Zu jedem stabilen 
Punkt p eines Komplexes X läßt sich ein Komplex K’, angeben, der einen solchen Punkt 
p' enthält, daß p und p’ homöomorphe Umgebungen haben. — Des weiteren werden 
Beziehungen zwischen den oben eingeführten Begriffen und den üblichen Homologie- 
begriffen untersucht. Dies geschieht durch Vermittlung der Definition eines zykli- 
schen Komplexes, d.h. eines Komplexes K”, dessen Grundsimplexe sämtlich zu 
Zyklen oder Zyklen modm von K” gehören. Jeder zyklische Komplex ist stabil im 
Großen. Die Umkehrung dieses Satzes gilt für kein n>0. Dagegen: Die Ecke a 
eines Komplexes ist dann und nur dann stabil, wenn ihr Umgebungs- 
komplex zyklisch ist. Bei im Großen stabilen Komplexen tritt dies bei jeder Ecke 
auf. Man hat also für diese Komplexe hierin eine notwendige (aber nicht hinreichende) 
Bedingung, während eine hinreichende (jedoch nicht notwendige!) Bedingung durch 
den zyklischen Charakter des ganzen Komplexes gegeben wird. Um so bemerkenswerter 
ist die Tatsache, daß ein einfach zusammenhängender n-dimensionaler 
“ Komplex (n>3) dann und nur dann im Großen stabil ist, wenn er 
zyklisch ist. Ob der letzte Satz für n = 2 richtig ist, bleibt unbekannt. Im Zusam- 
menhang mit dieser Frage wird der allgemeine Begriff eines stabilen Kernes des 
Komplexes K" eingeführt. Darunter wird en X} c K* verstanden von den Eigen- 
schaften: 1. es gibt eine Deformation von K", deren Resultat X} + eine höchstens 
(n— 1)-dimensionale Menge ist und 2. kein echter Teil X’ von K besitzt die Eigenschaft 1. 
Ist n # 2, so besitzt K" einen einzigen (evtl. leeren) stabilen Kern, welcher 
im Falle des einfachen Zusammenhanges von K" die Vereinigung aller 
n-dimensionalen Zyklen und Zyklen modm ist. Dagegen gibt es zweidimen- 
sionale Komplexe mit zwei stabilen Kernen. P. Alexandroff (Moskau). 

Tucker, A. W.: An abstraet approach to manifolds. Ann. of Math., II. s. 34, 191 
bis 243 (1933). 

Ein systematisch durchgeführter axiomatischer Aufbau der kombinatorischen 
Topologie der Komplexe und Mannigfaltigkeiten, der durchaus geeignet ist, den all- 
gemeinen Grundrahmen einer modernen Darstellung algebraisch-topologischer Unter- 
suchungen insbesondere auf dem Gebiete der allgemeinen Theorie der Mannigfaltig- 
keiten zu bilden. Da ein solcher Aufbau notwendig in eine Menge einzelner Definitionen 
und Sätze zerfällt, muß hier selbst auf eine knappe Wiedergabe des reichen Inhaltes der 
Arbeit verzichtet werden; wir beschränken uns deshalb auf eine Übersicht der einfachsten 
Grundbegriffe. Neben dem Grundbegriff der Zelle (Verf. bezeichnet eine p-dimensionale 
nicht orientierte Zelle mit |Z, |) tritt als Grundrelation |E,|< | E, 16] E,| ist Seite 
von | Z, |“) unter der Nebenbedingung g<p auf. Ferner undefiniert eingeführte 
Orientierung und postulierte Inzidenzzahlen für orientierte Zellen E,, Ey+1- 
Daraus Inzidenzmatrizen, Berandungen und die üblichen Grundbegriffe der Topologie 
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der Komplexe. Duale Zellen werden ebenfalls axiomatisch eingeführt in größter Ein- 
fachheit und Eleganz. Die Einführung von offenen und abgeschlossenen Komplexen, 
von Abschließungen und Sternen wird mit allem für einen übersichtlichen Aufbau der 
Topologie der Mannigfaltigkeiten erforderlichen Formalismus durchgeführt. Ferner 
kommen Unterteilungen und ‚„Consolidation“ von Zellen, so daß die Antwort gegeben 
wird auf die Frage, die sich Verf. in der Einleitung stellt: „Unter welchen allgemeinen 
Bedingungen ist ein Aggregat von Zellen kombinatorisch mit einer Zelle gleichwertig 12 
Besonders glücklich ist die Einführung der Produktbildung und formal-analoger Be- 
griffe: es wird der allgemeine Begtiff einer „w-Multiplikation“ von Zellen axiomatisch 
eingeführt, wobei w eine ganze Zahl ist, die nur in einem Axiom, nämlich 


w w 
E, x E, Ze ah ar E, X E, 

zur Geltung kommt. Für w= 0 erhält man dann die gewöhnliche Produktbildung, 
für w= 1 die Operation des Aufspannens (‚join‘), für w= —n die Schnittbildung 
(im n-dimensionalen Fall). Diese klassischen Spezialfälle der w-Multiplikation werden 
nachher einzeln untersucht und auf den Mannigfaltigkeitsbegriff angewandt. Letzterer 
Begriff wird dabei als ein Homologiebegriff eingeführt. Nachdem der 
Verf. nachher noch die simplizialen Komplexe rein kombinatorisch eingeführt hat, 
ist er im Besitze aller für den Aufbau der algebraischen Topologie der Mannigfaltig- 
keiten notwendigen Hilfsmittel. In der weiteren Darstellung wird insbesondere die 
kombinatorische Grundlage für die Lefschetzsche Theorie der Abbildungen von Mannig- 
faltigkeiten gegeben und auch die sog. Euler-Poincare-Hopfsche Abbildungsformel 
abgeleitet. P. Alexandroff (Moskau). 

Kuratowski, Casimir: Sur les transformations des spheres en des surfaces sphöriques. 
Fundam. Math. 20, 206—213 (1933). 

Folgender Satz wird bewiesen: Bei jeder stetigen Abbildung der Vollkugel Q* vom Ra- 
2n +2 —- Y2m + 2n 
n+2 
entfernte Punkte, welche auf denselben Punkt von 8” abgebildet werden. Die Schranke 
L„ kann nicht verbessert werden, denn zu jedem & > 0 gibt es eine stetige Abbildung f; 

von Q" auf 8” derart, daß aus /,(p) = f.(p') folgt o(p, p') <L„+ e. P. Alexandroff. 

Borsuk, Karol: Über die Abbildungen der metrischen kompakten Räume auf die 
Kreislinie.e. Fundam. Math. 20, 224—231 (1933). 

Es wird bewiesen, daß ein kompakter metrischer Raum F sich dann und nur dann 
wesentlich auf die Kreislinie abbilden läßt, wenn seine erste Bettische Zahl (im Sinne 
von Lefschetz) von Null verschieden ist. Im Zusammenhang damit wird eine Reihe 
weiterer Sätze über stetige Abbildungen kompakter Räume aufgestellt, z. B. dieser: 
Ein Streckenbild mit positiver erster Bettischer Zahl läßt sich stetig und fixpunktfrei 
auf eine seiner Teilmengen abbilden. P. Alexandroff (Moskau). 

Borsuk, Karol: Drei Sätze über die n-dimensionale euklidische Sphäre. Fundam. 
Math. 20, 177—190 (1933). 

Die drei Sätze sind: I. Jede antipodentreue Abbildung der S” auf sich ist wesent- 
lich (eine Abbildung der 8” auf sich heißt antipodentreu, wenn diametrale Punktepaare 
in diametrale Punktepaare abgebildet werden). II. Bildet f die S” in den R* ab, so 
gibt es zwei zueinander diametrale Punkte p und p’ von 8” mit f(p) = f(p’). III. Sind 
Ag, Ay, .. ., 4, in sich kompakte Mengen mit I’ A; = S", so enthält mindestens eine 4, 
ein diametrales Punktepaar.— Nach eigener Angabe des Verf. befindet sich Satz IIT auch 
in der Arbeit von L. Lusternik und L. Schnirelmann, Möthodes topologiques dans 
les problemes variationnels. Institut Matematiki i Mechaniki M. G. U., Moskau 1930, 
26, Hilfssatz (russisch). P. Alexandroff (Moskau). 

Kuratowski, Casimir: Sur un thöor&me fondamental eoncernant le nerf d’un systeme 
d’ensembles. Fundam. Math. 20, 191—196 (1933). 

Liegt eine e-Überdeckung U eines kompakten metrischen Raumes F vor, so kann 


dius 1aufdie Sphäre S” gibtesinQ” zwei voneinander mehralsum Z,— 
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bekanntlich F mittels einer e-Abbildung in einen (echten oder unechten) Teilkomplex 
des Nerven von U übergeführt werden [P. Alexandroff, Gestalt u. Lage abg. Mengen. 
Ann. of Math. 30, 6 (1928)]. Für diesen „Überführungssatz‘‘ wird nicht nur ein neuer 
Beweis gegeben, der einfacher als die bisherigen ist, sondern auch der Satz selbst wird 
verallgemeinert, indem sowohl auf die Kompaktheit als auch auf Separabilität ver- 
zichtet wird. Zunächst wird die unwesentliche Modifikation eingeführt, die darin 
besteht, daß die Elemente der Überdeckung als offene (nicht als abgeschlossene) Men- 
gen vorausgesetzt werden. Sodann gilt folgender Satz: Liegt eine &-Überdeckung 
Ag; A1,..:,An des metrischen Raumes R vor und ist "= a,a,...a, ein 
Simplex, dessen Eckpunkte den Mengen A, eineindeutig entsprechen, so 
existiert eine stetige Abbildung f von R in «" derart, daß bei jeder 
Wahl der Seite #= (a, ...a,) von @" die Relation 
al a EDER BE 
TEY 

gilt. Dieses Resultat wird durch verschiedene Zusätze und Korollare ergänzt, welche 
die Unterschiede klären, die zwischen dem allgemeinen Fall und dem Fall kompakter 
metrischer Räume bestehen. P. Alexandroff (Moskau). 

Hurewiez, Witold: Über Schnitte in topologischen Räumen. Fundam. Math. 20, 
151—162 (1933). 

Ein Paar nichtleerer Teilmengen A, B des separablen metrisierbaren Raumes R 
heißt ein Schnitt A/B des Raumes R, wenn R— A= Bund R— B= A ist. Zwei 
Mengen M und N in R werden durch den Schnitt A/B getrennt, falls M-B=0, 
N-4A=0 ist. Die Menge aller Schnitte wird zu einem Hausdorffschen topologischen 
Raum S(R) mittels folgender Umgebungserklärung: Ist A/B=p ein Schnitt und M, N 
ein Paar durch A/B getrennter Mengen, so wird als die Umgebung Uy,„(p) die Menge 
aller Schnitte definiert, die das Mengenpaar M,N trennen. Es wird bewiesen, daß 
S(R) stets ein Bairescher Raum ist, d.h. daß der Durchschnitt je abzählbar vieler in 
S(R) dichter und offener Mengen in S(R) dicht ist. Diese Eigenschaft wird dann auf 

_ Beweise verschiedener dimensionstheoretischer Sätze angewandt. Es wira schließlich 
gezeigt, daß S(R) so metrisiert werden kann, daß ein vollständiger metrischer Raum 
entsteht (daraus folgt übrigens die Eigenschaft, ein Bairescher Raum zu sein). 

P. Alexandroff (Moskau). 

Mazurkiewiez, Stefan: Über die dimensionellen Komponenten. Fundam. Math. 20, 
47—51 (1933). 

Verf. bewies in einer früheren Arbeit (Fund. Math. 19, 243—247, vgl. dies. Zbl. 5, 
182) für den Fall der mengentheoretischen Dimension die Alexandroffsche Vermutung, 
daß das System aller dimensionellen Komponenten eines kompakten Raumes, falls es 
nicht abzählbar ist, die Mächtigkeit des Kontinuums hat. Jetzt zeigt Verf. diesen Satz 

.. auch für jede geometrische Dimension mod. m. Nöbeling (Wien). 

Mazurkiewiez, Stefan: Ein Satz über dimensionelle Komponenten. Fundam. 
Math. 20, 98—99 (1933). 

Es wird gezeigt: In einem kompakten, r-dimensionalen Raum F (Dimension im 
mengentheoretischen Sinne) hat jede dimensionelle Komponente (zur Def. vgl. dies. 
Zbl.5, 182) mit der Vereinigungsmenge aller übrigen dimensionellen Komponenten 
von F einen höchstens (r — 2)-dimensionalen Durchschnitt. Nöbeling (Wien). 

Mazurkiewiez, Stefan: Sur le type ce de P’hyperespace d’un continu. Fundam. Math. 
20, 52—53 (1933). 

Sei K ein metrisches Kontinuum. Es wird mit (K)* der Raum bezeichnet, der aus 
K entsteht, indem man in K statt gewöhnlicher Metrik die relative Metrik einführt 
(relativer Abstand). Dann gilt der Satz: Ist 2Xder Hyperraum eines im kleinen 
nicht zusammenhängenden Kontinuums K, so ist (2%)* nicht separabel. 
Dieser Satz, zusammen mit dem früher vom Verf. bewiesenen (Mazurkiewicz, 
C.R. du Premier Congrös des Math. des Pays Slaves, 68—69) gibt die Möglichkeit, 2* 
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auf einen Cantorschen Stern G abzubilden. (Für die Bezeichnungen vgl. Mazurki ewicz, 
Fundam. Math. 18, 171—178; dies. Zbl. 4, 164). Da aber, für ein beliebiges Konti- 
nuum, 2X das stetige Bild eines Cantorschen Sterns ist (1.c.), so kann man das Ergebnis 
wie folgt kurz zusammenfassen: Zwei Räume heißen vom gleichen c-Typus, falls sie 
beide aufeinander stetig abbildbar sind; dann haben 2X und @ einen gleichen c-Typus, 
falls X im kleinen nicht zusammenhängend ist. Julia Rozanska (Moskau). 


Mazurkiewiez, Stefan: Über nicht plättbare Kurven. Fundam. Math. 20, 281 
bis 284 (1933). ‚ 

Sei K, ein Komplex, bestehend aus 9 bis evtl. auf die Endpunkte fremden Strecken, 
welche jeden Punkt eines ersten Punktetripels mit jedem Punkt eines zweiten Punkte- 
tripels verbinden; X, sei ein Komplex, dessen 10 bis evtl. auf die Endpunkte fremde 
Strecken je 2 Punkte eines Punktequintupels verbinden. Nach Kuratowski (Fund. 
Math. 15, 271—283) ist in jeder stetig durchlaufbaren Kurve (im Sinne von Menger- 
Urysohn), die nicht plättbar, d. h. nicht topologisch in die Ebene einbettbar ist, und 
die außerdem höchstens endlich viele topologische Kreislinien enthält, entweder K, 
oder K, (oder beide) topologisch enthalten. [Falls die Kurve speziell ein Dreiergraph 
ist, d.h. ein Bogenkomplex, der nur Punkte von Ordnungen =3 enthält, so enthält 
sie K, topologisch, wie Menger unabhängig bewies (Erg. math. Kolloqu. 2, 30).] 
Verf. beweist nun die Kuratowskische Vermutung, daß der genannte Satz richtig bleibt, 
wenn man statt der Voraussetzung, die Kurve sei nicht plättbar und enthalte höchstens 
endlich viele topologische Kreislinien, verlangt: es existiert nicht für jedes <> 0 eine 
eindeutige, stetige Abbildung der Kurve auf eine ebene Kurve, bei welcher jeder Bild- 
punkt eine Urbildmenge mit einem Durchmesser <e hat. Das wesentliche Beweis- 
mittel ist der Satz, daß jede stetig durchlaufbare Kurve für jedes <> 0 in einen Teil- 
bogenkomplex &e — deformiert werden kann. Nöbeling (Wien). 


Alexandroff, Paul: Über die Urysohnschen Konstanten. Fundam. Math. 20, 140 
bis 150 (1933). 

Sei J eine beliebige Abelsche Gruppe. Eine Linearform Di x* in orientierten 
Simplexen x’ eines Eckpunktbereiches (n-dimensionales Simplexsystem (a)... Q,) 
von n-+ 1 Punkten des Eckpunktbereiches) mit Koeffizienten t’ aus J heißt ein alge- 
braischer Komplex bzgl. J. Auf dem üblichen Wege kann man nun den Rand, den 
Zyklus, die Homologie usw. in bezug auf J als Koeffizientenbereich definieren. Ist 
der Eckpunktsbereich speziell ein kompakter metrischer Raum F, so ist ein wahrer 
r-dimensionaler Zyklus (bzgl. J) eine Folge (21,2, ...,2;,...), wo 2% ein r-dimen- 
sionaler ö,-Zyklus (bzgl. J) in # mit imö, = 0 ist. Schließlich heißt Dimension A,(F) 
von F bzgl. J die größte Zahlr, für welche es in F einen berandenden wesentlichen 
(r — 1)-dimensionalen wahren Zyklus bzgl. J gibt (vgl. zu diesen Definitionen dies. 
Zbl. 4, 73). Zu jeder Abelschen Gruppe J als Koeffizientenbereich gibt es also einen 
Dimensionsbegriff A,. — Zu jedem dieser Dimensionsbegriffe lassen sich nun Ury- 
sohnsche Konstanten definieren: Sei F eine kompakte Menge des R, und J ein Abel- 
scher Koeffizientenbereich. Ist nun Z ein wesentlicher wahrer Zyklus bzgl. J in F, 
F' CF ein Träger von Z, in welchem Z nicht homolog Null ist, so sei d(Z, F’) die obere 


Grenze aller Zahlen d>0, für welche Z in der abgeschlossenen Umgebung U aller 
Punkte des R,„, die von F’ einen Abstand <d haben, nicht homolog Null ist bzgl. J; 
die obere Grenze d(Z) aller Zahlen d(Z, F’) für alle F’ heißt die Wesentlichkeitsschranke 
von Z. (Falls Z unwesentlich ist, wird d(Z) = 0 gesetzt). Die obere Grenze u7(F) der 
d(Z) für alle berandenden (r — 1)-dimensionalen wahren Zyklen Z in F nennt Verf. 
die r-te Urysohnsche Konstante von F bzgl. J. Analog zu dem von Urysohn für die 
mengentheoretische Dimension bewiesenen Satz gilt: Ist F,,F,,... eine monoton 
fallende Folge von kompakten Mengen F, derselben Dimension A „(F))=r, so hat der 
Durchschnitt F= IIF, dann und nur dann die Dimension A „(F)=?r, wenn 
limuz(F;) >0 ist. Hieraus folgt nach Mazurkiewicz, daß das System der zur Di- 


= 
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mension A, gehörigen dimensionellen Komponenten einer kompakten Menge FCR, 
endlich, abzählbar oder von der Mächtigkeit des Kontinuums ist (vgl. dies. Zbl. 5, 182 
und vorst. Referat). Verf. beweist außerdem 2 Sätze über die u; einer Summe F ıt+F 
zweier kompakten Mengen F, und F,. Nöbeling (Wien). 

Whyburn, 6. T.: Concerning S-regions in locally connected eontinua. Fundam. 
Math. 20, 131—139 (1933). 

Verf. nennt lokal zusammenhängendes Kontinuum einen lokal zusammenhängen- 
den, zusammenhängenden, lokal kompakten, separablen, metrischen Raum X. Eine 
Region von K, d.h. eine offene, zusammenhängende Teilmenge von K, heißt S-Region, 
wenn sie die Sierpinskische Eigenschaft besitzt, für jedes e < 0 als eine endliche Summe 
zusammenhängender Mengen mit Durchmessern <e darstellbar zu sein. Verf. kon- 
struiert zu jedem Punkt p von X und für jedes hinreichend kleine &> 0 eine p ent- 
haltende S-Region R,, deren Punkte von p Abstände <e haben und so daß außerdem 
aus 0 < 8 folgt R,c R,. Mit Hilfe dieser R, wird gezeigt: 1. Jeder Punkt p von K ist 
enthalten in beliebig kleinen S-Regionen, deren Komplemente nur endlich viele Kompo- 
nenten besitzen und sogar zusammenhängend sind, falls p kein Zerlegungspunkt von 
K ist (d.h. X — p zusammenhängend ist). 2. Enthält K keine lokalen Zerlegungs- 
punkte (d.h. enthält keine Region von X einen Zerlegungspunkt), dann liegt jeder 
Punkt von K in beliebig kleinen kompakten, lokal zusammenhängenden Kontinua 
CK ohne lokale Zerlegungspunkte. 3. Jede Region eines lokal zusammenhängenden 
Kontinuums ist homöomorph mit einer S-Region eines (geeigneten) lokal zusammen- 
hängenden Kontinuums. Nöbeling (Wien). 


Borsuk, Karol: Über eine Bedingung, die dem lokalen Zusammenhange äquivalent 
ist. Mathematica 7, 144—146 (1933). 

Verf. beweist: Ein metrischer, zusammenhängender Raum, in welchem jede be- 
schränkte, abgeschlossene Menge in sich kompakt ist, ist dann und nur dann lokal 
zusammenhängend, wenn für jede in sich kompakte Teilmenge M fast alle Komponenten 
der Komplementärmenge von M in jeder Umgebung von M enthalten sind. 

Nöbeling (Wien). 

Cech, Eduard: Sur les eontinus Peaniens unieoherents. Fundam. Math. 20, 232 
bis 243 (1933). 

Verf. beweist: Wenn für einen zusammenhängenden, vollständig normalen, topo- 
logischen Raum R die erste Bettische Zahl (zur Def. vgl. Fund. Math. 19, 149—183 u. 
dies. Zbl. 5, 218—219) verschwindet, so ist der Raum unikohärent (d.h. bei jeder Zer- 
legung R=R,+R, von R in zwei abgeschlossene und zusammenhängende Teil- 
mengen ist der Durchschnitt R, - R, zusammenhängend). Nöbeling (Wien). 


Stepanoff, W., et A. Tyehonoff: Sur les espaces des fonetions presque p£riodiques. 
C. R. Acad. Sci., Paris 196, 1199—1201 (1933). 

i Man kann jeder beschränkten Funktion f(t) einer reellen Veränderlichen 
(-— © <t<-+ 00) eine topologische Menge R(f) zuordnen, deren „Punkte“ die 
Funktionen f(t-+ r) (r= konst.) sowie deren Limites 9 (t)—lim f(t + r,) sind. Theoreme 
I und II der Verff. besagen, daß diese Menge dann und nur dann eine kompakte 
topologische Gruppe ist, falls f(t) fastperiodisch ist. Ist f(t) © IA,e'v*t grenzperio- 
disch (r, rational), so ist R eine „Solenoide“ [D. van Dantzig, Fund. Math. 14, 102 
bis 125 (1930)]; hat f(t) eine unendliche ganzzahlige Basis (von linear unab- 
hängigen Perioden), so ist R ein unendlichdimensionaler Torus. Im grenzperio- 
dischen Fall kann man f durch eine Folge von periodischen Funktionen gleichmäßig 
approximieren, deren Perioden eine Vielfachenkette bilden (Lemma). — [Die Sätze 
von Verff. sowie das Lemma sind auch in einer kürzlich vom Ref. veröffentlichten Note 
enthalten: Groupes monoboliques et fonetions presque periodiques, C. R. Acad. Sci., 
Paris 196, 1074—1076 (1933). (Vgl. dies. Zbl. 6, 300.) Die Note der Verff. ist aber 
anscheinend unabhängig von der meinigen entstanden.] D. van Dantzig (Delft). 
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Pontrjagin, L.: Les fonetions presque p£eriodiques et Analysis situs. €. R. Acad. 
Sci., Paris 196, 1201—1203 (1933). 

Im Anschluß an die vorstehend referierte Arbeit von W. Stepanoffund A. Tycho- 
noff beweist Verf.: I. Unter den Gruppen R(f) gibt es eine universelle 7, die zu jeder 
anderen ein isomöomorphes Bild enthält; diese universelle Gruppe ist der von Stepa- 
noff und Tychonoff betrachtete unendlichdimensionale Torus. Die Faktorgruppe 
T/R(f) enthält eine abzählbare dichte Untergruppe, die isomorph ist mit dem zu it) 
gehörigen Modul („‚groupe des frequences“) F(f) (=Menge von Summen von Perioden). 
II. Von den beiden Gruppen R(f) und F(f) ist jede bis auf Isomorphie Charakteren- 
gruppe der anderen. III. Die Brouwersche Dimension von KR(f) ist gleich dem Rang 
(= Mächtigkeit einer unabhängigen Basis) von F(f). IV. F(f) ist mit der ersten zyklo- 
matischen Gruppe von R(f) isomorph. V. Ist dim R(f)=r endlich, so ist die r-te 
zyklomatische Gruppe von R(f) dann und nur dann zyklisch, falls F(f) von endlich 
vielen Elementen erzeugt wird. Zum Schluß wird eine Anwendung auf Systeme von 
Differentialgleichungen angedeutet. — [Das Th. III des Verf. kommt als Th.5 auch 
in den im vorhergehenden Referat genannten Arbeit des Ref. vor; das Th. IV und 
indirekt auch V ergibt sich durch Spezialisierung aus einer kürzlich erschienenen 
Note vom Ref.: Le groupe fondamental d’un groupe compact abstrait, vgl. dies. 
Zbl. 6, 300. Die Note des Verf. ist aber offensichtlich unabhängig von der meinigen 
entstanden. ] D.van Dantzig (Delft). 


Quantentheorie. 


© Schrödinger, E.: M&moires sur la meeanique ondulatoire. Traduit par Al. Proca. 
Preface de Marcel Brillouin. Avee un avant-propos de l’auteur et des notes inedites 
sp&eialement &erites pour cette traduetion. Paris: Felix Alcan 1933. XXVI, 237 S. 
geb. Frcs. 50.—. 

Gegenüber der allgemein bekannten deutschen Originalausgabe unterscheidet sich die 
französische durch Anfügung einer Anzahl ergänzender Fußnoten, eines Namen- und eines 
Sachverzeichnisses und eines Verfasser-Vorworts (außer dem Brillouinschen Vorwort). Die 
Fußnoten stellen an den wichtigsten Punkten die Beziehung zu den inzwischen gemachten 
Fortschritten her. Das Vorwort zeigt in knapper Form und großen Zügen die heutige Ein- 
stellung des Verf. zur Quantentheorie und zu seinem persönlichen Werk. P. Jordan. 

& Handbuch der Radiologie. Hrsg. v. Erich Marx. Bd. 6. Quantenmechanik der 
Materie und Strahlung. (2. Aufl. d. Theorien der Radiologie.) Tl. 1. Atome und Elek- 
tronen. Leipzig: Akad. Verlagsges. m. b. H. 1933. X, 466 S., 1 Ausschlagtaf. u. 91 Fig. 
RM. 41.—. 

Laue, M. v.: Korpuskular- und Wellentheorie. S. 1—114. 

Inhaltsübersicht: $$ 1, 2: Einleitung und Allgemeines. Zuordnung Wellen-Kor- 
puskeln; Schrödingergleichung. $3: Mathematische Hilfsmittel. Orthogonale Eigen- 
funktionen; Kugelfunktionen; Hermitesche und Laguerresche Polynome. $ 4. Beispiele 
zur Schrödingerschen Gleichung. Oszillator, Rotator; Keplerproblem; allgemeineres 
Zweikörperproblem; Zeemaneffekt. Ferner: Pauliprinzip und periodisches System. 
$5. Ausführungen über Wellenpakete und sonstige mit der zeitabhängigen Schrö- 
dingergleichung zusammenhängende Punkte. Spektroskopische Auswahlregeln. $ 6. Die 
Heisenbergschen Ungenauigkeitsbeziehungen. $7. Der lichtelektrische Effekt. (Mit 
Darlegung der Störungsrechnung mit „Variation der Konstanten“.) $$8, 9. Diracs 
relativistische Wellengleichung des Elektrons. Feinstruktur der wasserstoffähnlichen 
Spektren. — Der Charakter der Darstellung ist naturgemäß der eines zusammen- 
fassenden Berichtes. Jedoch ist in mancherlei Einzelheiten gegenüber den bis- 
herigen Darstellungen ein Fortschritt hinsichtlich der Einfachheit und Durchsichtig- 
keit der Ableitungen erzielt. P. Jordan (Rostock). 

Darrow, Karl K.: Parallelo fra la teoria ondulatoria e la teoria corpuseolare. 
Ingegn. mod. 5, 405—412 u. 472—477 (1932). 
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Boneff, N.: Le prineipe de eausalit& et le problöme de Bertrand. Bull. Sci. math., 
II. s. 57, 49-53 (1933). 

Gopalaiengar, M. K.: The new statisties and eleetrostaties. Indian J. Physics a. 
Proc. Indian Assoc. Sci. 7, 531—537 (1933). 


Pasko, W.: Über die Quantenbedingungen des oszillierenden Rotators. Bul. fac. sti. 
Cernäuti 6, 211—215 (1933). 

Die bekannte Energieformel des schwingenden Rotators wird abgeleitet durch An- 
wendung der Wenzelschen „quasiklassischen‘‘ Approximationsmethode. P. Jordan. 

Einaudi, R.: Righe proibite dovute a spin nueleare. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
VI. s. 17, 552—560 (1933). 

Im Hg-Spektrum gibt es neben der Resonanzlinie 18,3P, (12537 Ä) noch die 
Linien 1S,®P, und 18,3P,. Beide sind für die Dipol- und Quadrupolstrahlung verboten 
und treten unter Versuchsbedingungen auf, die eine Einwirkung starker elektrischer 
Felder auf die Atome unwahrscheinlich machen. Bowen hat deshalb vorgeschlagen, 
die Linien aus der Wechselwirkung der Leuchtelektronen mit dem Kernspin zu er- 
klären. Verf. berechnet mit dieser Annahme die Intensität der Linien für beliebigen 
Kernspin. Sie verhält sich zur Intensität der Resonanzlinie größenordnungsmäßig wie 
das Quadrat der Hyperfeinstrukturaufspaltung zum Quadrat der Aufspaltung des 
Triplett-Terms 3P. Bechert (München). 

Sexl, Theodor: Zur wellenmechanischen Herleitung der Rutherfordformel. Z. Physik 
82, 650—659 (1933). 

Das Problem der «-Teilchenstreuung am Atomkern (in parabolischen Koordinaten) 
wird nochmals behandelt, weil Verf. der Ansicht ist, daß die bisher darüber veröffent- 
lichten Arbeiten [G. Temple, Proc. Roy. Soc. London 121, 673 (1928); A. Sommer- 
feld, Ann. Physik 11, 257 (1931); dies. Zbl. 3, 142] den mathematischen Apparat der 
Rechnung nicht klar genug erkennen lassen. Bechert (München). 

Jensen, Hans: Zur relativistischen Behandlung des Fermiatoms. Z. Physik 82, 
794—802 (1933). 

Die von M. S. Vallarta und N. Rosen [Physic. Rev. 41, 708 (1932); dies. Zbl. 5, 
232] angegebene relativistische Differentialgleichung für das „Fermiatom‘“ wird noch- 
mals abgeleitet. Sie darf nicht bis zu r = 0 (r = Abstand vom Kern) herunter benutzt 
werden, wenn man, wie im nichtrelativistischen Fall, für das Potential in der Kern- 
nähe das Coulombsche Potential Ze/r einsetzt. Man wird also für r<10-13cm etwa 
das Potential konstant setzen; für größere r machen sich die Relativitätskorrektionen 
nur bis r& Zr, = Ze?/mec? (Z = Kernladung, m = Elektronenmasse) = Z - 2,8 . 10° 
bemerkbar. Aber auch in diesem Gebiet machen sie nur wenig aus, denn es befindet 
sich dort, wie Verf. durch eine Abschätzung findet, nur ein Bruchteil eines Elektrons, 
nämlich die Ladung e - 10%. Z3. Das ist etwa viermal mehr, als die nichtrelativistische 
Rechnung für dieses Gebiet gibt. Außerhalb Zr, enthält das relativistische Fermiatom 
folglich etwas weniger Ladung als das nichtrelativistische. Bechert (München). 

Pincherle, L.: Sull’intensitä dello spettro di linee di raggi X del tungsteno. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 17, 560—564 (1933). 

Berechnung der relativen Intensitäten in der X- und L-Serie von Wolfram. In 
die Dirac-Gleichung des Einelektronenproblems wird als Potential das Fermische 
Potential eingesetzt und die Eigenfunktionen und Eigenwerte numerisch berechnet. 
Letztere stimmen mit den experimentellen Werten gut überein. Die Intensitäten der 
Linien mit gleichem Endzustand K, Lj, Lim werden untereinander verglichen und 
ergeben sich in bester Übereinstimmung mit den beobachteten Intensitätsverhält- 
nissen. Bechert (München). 

Blaton, J.: Beriehtigung zu meiner Arbeit: „Über die Dispersion des Lichtes in der 
Umgebung von Quadrupollinien“. Z. Physik 82, 684 (1933). 

Nach Berichtigung eines Rechenfehlers in der erwähnten Arbeit des Verf. (vgl. 
dies. Zbl. 3, 419) resultiert auch für Quadrupollinien dieselbe Dispersionsformel, 
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wie im Falle von Dipollinien. Auch der dort angegebene Quadrupol-/-Summensatz 
wird korrigiert. — Die Übereinstimmung mit der Beobachtung bleibt bestehen. Guth. 

Rocard, Y.: Analyse des orientations mol&eulaires de mol&cules moment permanent 
dans un ehamp alternatif. Application ä la dispersion de la constante dieleetrigue et 
a Peffet Kerr. J. Physique Radium, VII. s. 4, 247—250 (1933). 

On obtient la fonction de distribution des orientations moleculaires de mol&eules 
& moment permanent dans un champ alternatif, cette fonction est donnee jusqu’a des 
quantites de l’ordre du u?, negligeant des termes en 43 et au delä. On en tire une theorie 
de la dispersion dans le domaine Hertzien, et une theorie de l’effet Kerr dans des 
champs electriques alternatifs. Autoreferat. 

Ditehburn, R. W.: The frequeney distribution of resonance radiation. Proc. Roy. 
Irish Acad. A 41, 41—46 (1933). 

Überlegungen über die Form der Resonanzlinie und die Zusammensetzung des 
von Resonanzlampen emittierten Lichts. Placzek (Kopenhagen). 

Ditehburn, R. W.: The transmission of resonance radiation through a gas (steady 
state). Proc. Roy. Irish Acad. A 41, 47—60 (1933). 
Im Anschluß an die Theorie von Milne [J. London Math. Soc. 1, 40 (1926)] wird 
der Durchgang der Resonanzstrahlung durch ein Gas unter Berücksichtigung aus- 
löschender Stöße diskutiert und die aus dem Gase austretende Intensität für zwei 
Spezialfälle [a) kugelförmige Lichtquelle im Mittelpunkt einer Gaskugel, b) zylin- 
drische Lichtquelle in der Achse eines Gaszylinders] berechnet. Dabei werden Ab- 
sorptions- und Emissionskoeffizienten innerhalb eines kleinen Frequenzintervalls als 
konstant, außerhalb desselben als Null angenommen. Wie kürzlich Kenty [Physic. 
Rev. 42, 823 (1932); dies. Zbl. 6, 137] ausführlich gezeigt hat, hängt aber die Aus- 
breitung der Resonanzstrahlung wesentlich von der Linienform ab. Verf. stellt eine 
weitere Arbeit in Aussicht, in der gezeigt werden soll, daß seine Resultate unter ge- 
wissen Bedingungen auch bei Berücksichtigung der Linienform gültig bleiben. 

Placzek (Kopenhagen). 


Klassische Optik. 


Schwerdtfeger, Hans: Zur Theorie der Abbildungsfehler dritter Ordnung. I. Der 
Fall einer brechenden Fläche. Z. Instrumentenkde 53, 221—231 (1933). 

Der Verf. geht von einem Gedanken aus, den Herglotz in einer Göttinger Vor- 
lesung mitgeteilt hat: Das Winkeleikonal einer brechenden Fläche erhält man durch 
Multiplikation der Stützfunktion (in bezug auf den Koordinatenanfang) mit dem 
Sprunge des Strahlvektors. Als Stützfunktion bezeichnet man den Abstand der Tan- 
gentialebene von einem Bezugspunkt. Schwerdtfeger beschränkt sich auf Umdre- 
hungsflächen; er nimmt die Z-Achse als Umdrehungsachse und läßt den Koordinaten- 
anfang auf der Fläche liegen. So wird für eine Kugel die Stützfunktion A= ri, wo 
A= 1 — cosd und d der Winkel des Radiusvektors mit der Z-Achse ist. Für eine kugel- 
ähnliche Fläche setzt S.nun A(A)=rA+ r,42+1348+ ..- . Er verlangt zunächst, 
daß die Fläche konvex bleibt (für0O <= 2). Ist nur r, von Null verschieden (r, — rp), 
so wird die Konvexitätsbedingung p>—4. S. behandelt dann den Fall, daß auch r, 
von Null verschieden ist (r,— rg), sein Ergebnis ist unrichtig, weil in der zweiten 
Formel 8. 224 statt 4q vielmehr 49 — 1 zu lesen ist. Sodann wird der Fall einer un- 
endlichen Reihe für h untersucht. — Weiter nimmt $. für den Fall zweier Konstanten p 
und q (kugelähnliche Fläche 3. Ordnung) eine Reihenentwicklung des Eikonals vor. Die 
Richtungskosinus eines Strahls vor und nach der Brechung seien 2 - 3 BR, 5; 2, E; 

% RENTR "W nn 
so wird für den Sprung des Strahlvektors 6 — W“W- + 9?+@—- 32% 


Ferner ist A=1— Fi h Funktion von A. Es ergibt sich für das Winkeleikonal: 


W=r\li+4p+N)ö-( rt. 
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W ist nun für eine Umdrehungsfläche nach den drei Größen , = ? +9, 0 = r"”?-+y2, 
%o=EE + Hy’ zu entwickeln, wobei 3?= n?— 0%, 3°= n?— 0% ist. Die Ent- 
wicklung hat die Form W= W,+ W,+ Wı+ ---. W, ist belanglos, W, (zweiter 
Ordn. in o, usf.) gibt die Gaußischen Glieder (Brennweite), W, die Seidelschen 
Glieder (Abbildungsfehler niedrigster Ordnung). — Leider enthält die Entwicklung 
(8. 227) zwei Rechenfehler. Dadurch scheint es, als wäre schon die Brennweite von 
den Größen p und g abhängig, was unmöglich ist. Natürlich können auch die Seidel- 
schen Fehler nicht richtig herauskommen. Wie der Verf. mir persönlich mitteilt, will 
er so schnell wie möglich eine Berichtigung des Irrtums veröffentlichen. Boegehold. 

Wawilow, S. I., und E. M. Brumberg: Über die Eigenschaften der Interferenz von 
weit geöffneten Liehtbündeln. Physik. Z. Sowjetunion 3, 103—114 (1933). 

Die Verff. weisen darauf hin, daß bei Lichtstrahlen, die unter großem Winkel 
gegeneinander von der Lichtquelle ausgehen und durch Umleitung (z. B. über Spiegel) 
miteinander zur Interferenz gebracht werden, auf die Polarisation der Lichtstrahlen 
zu achten ist. Die Interferenzerscheinungen sind verschieden, je nachdem ob der 
Öszillator senkrecht oder parallel zur Interferenzebene schwingt. Die Folge davon ist, 
daß natürliches Licht bei gewissen Versuchsanordnungen bezüglich der Intensität 
scheinbar nicht interferiert, daß aber in Wirklichkeit das Interferenzfeld geschichtet 
polarisiert ist. Die Verff. übertragen diese zunächst rein anschaulichen Folgerungen, 
gültig für den Oszillator, mathematisch auf den Fall einer kleinen Lichtquelle, deren 
Dimensionen klein gegen die Wellenlänge sind. Für die Sichtbarkeit der Interferenzen 
finden sie Abhängigkeit vom Öffnungswinkel, unter dem die interferierenden Licht- 
strahlen von der Lichtquelle ausgehen. Ist dieser gleich Null (Fresnelsche Interferenz), 
so ist die Sichtbarkeit gleich 1, ist er gleich rz, so ist die Sichtbarkeit gleich Null. Sie 
leiten ferner Formeln für den Polarisationszustand im Interferenzfeld ab. Zum Schluß 
geben sie die Resultate einer experimentellen Prüfung der abgeleiteten Erscheinungen, 
die sich nur durch eine ultramikroskopische Anordnung durchführen ließ, bei der als 
Lichtquelle feinste Uranylnitrat-Kriställchen benutzt wurden, die in Paraffinöl ein- 
gebettet waren, um die Brownsche Bewegung herabzusetzen und einen optischen 
Kontakt zwischen dem Kardioidkondensor und den Kriställchen zu erreichen. 

Picht (Berlin-Lankwitz). 

Gersun, A. A.: Berechnung räumlich verteilter Strahlung. Verh. Opt. Inst. Lenin- 
grad 9, 27—49 u. dtsch. Zusammenfassung 49 (1933) [Russisch]. 

Vgl. dies. Zbl. 6, 94. 

Bucerius, H.: Über das Drehgitter und seine Anwendbarkeit zu einer kontinuier- 


liehen photographischen Photometrie. Astron. Nachr. 247, 361—372 (1933). 

Für die Bestimmung der Helligkeit eines Sternes (im Vergleich zur Helligkeit eines Be- 
zugssternes) und zur meßbaren Helligkeitsschwächung wird in der Astronomie oft ein vor das 
Objektiv des Beobachtungsfernrohres angebrachtes sog. Drehgitter benutzt. Dieses Drehgitter 
besteht aus äquidistanten groben parallelen Drahtstäben und ist um eine zu diesen Gitter- 

“stäben parallele Achse drehbar. Je mehr man dieses Gitter um die genannte Gerade dreht, 
um so mehr wird durch die lichtundurchlässigen Stäbe von der Objektivöffnung abgedeckt. 
Der Verf. berechnet in Abhängigkeit von dem Drehwinkel des Gitters die Helligkeit des ent- 
stehenden zentralen Beugungsscheibchens, das das Bild des beobachteten Sternes darstellt. 
Auf Grund dieser theoretischen ‚‚Eichung‘“ bespricht er die Anwendungsmöglichkeit des Dreh- 
gitters zu einer kontinuierlichen, photographischen Photometrie und gibt für die praktische 
Ausführung Konstruktionsvorschläge. Picht (Berlin-Lankwitz). 

Bucerius, H.: Zur Theorie des realen Objektivgitters. Astron. Nachr. 248, 201 
bis 210 (1933). | 

Im Anschluß an zwei frühere Arbeiten des Verf. [Astron. Nachr. 246, 33 (1932) 
und 247, 361 (1933) ; dies. Zbl. 4, 429 u. vorst. Ref.], in denen er die Theorie des Objektiv- 
gitters entwickelt hat, behandelt er hier den Einfluß von Anordnungsfehlern und Form- 
fehlern der Stäbe auf die Lichterscheinungen in der Bildebene. Er zeigt, daß die An- 
ordnungsfehler senkrecht zur Gitterebene in der benutzten Näherung ohne Einfluß 
sind. Die Anordnungsfehler in der Gitterebene beeinträchtigen indessen sowohl das 
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Zentralbild als auch die Nebenbilder (Nebenmaxima). Der Verf. gibt hierfür die Formel 
und vergleicht sie mit einer früher von Pannekoek angegebenen Korrektur, gegen die 
sich einige Unterschiede ergeben, die der Verf. zu erklären versucht. Ebenso gibt er 
durch eine Formel den Einfluß der Formfehler der Stäbe auf die Bilder, Picht. 

Szivessy, 6., A. Dierkesmann und Cl. Münster: Über die photographische Messung 
sehr schwach elliptisch polarisierten Lichtes im Ultravioletten. Z. Physik 82, 279 bis 
308 (1933). 

ar - beschreiben zwei neue Methoden zur Messung der für die Gestalt der 
Schwingungsellipse charakteristischen Größen p und y, wo das Azimut der großen 


Ellipsenachse und tang y — a das Verhältnis der Ellipsenachsen ist. Es-wird zunächst 


das Prinzip der Meßverfahren eingehend theoretisch erörtert. Die erhaltenen Formeln, 
die den Meßmethoden als Grundlage dienen, werden sehr genau nach den verschie- 
densten Richtungen hin diskutiert. Im Anschluß hieran werden die Meßanordnung 
und die Zubehörteile beschrieben und gezeigt, wie aus den unmittelbar abzulesenden 
Werten die gesuchten Bestimmungsstücke berechnet werden. Picht (Berlin-Lankwitz). 

@ Brillouin, L.: La diffraetion de la lumiere par des ultra-sons. (Aectualitös seient. 
et industr. Nr. 59. Exposös sur la theorie des quanta. Publies par M. Leon Brillouin. II.) 
Paris: Hermann & Cie. 1933. 32 S. u. 5 Fig. Fres. 10.—. 

Verf. untersucht, im Anschluß an seine frühere Arbeit [Ann. de physique 17, 103 
(1921)], die Beugung des Lichtes durch kurze akustische Wellen. Die durch Schall- 
wellen verursachten periodischen Änderungen ö=0o-— og, der Dichte haben eine 
Variation K— K,= . ö der Dielektrizitätskonstante X zur Folge, welche ihrer- 
seits einen Einfluß auf das elektrische Feld der Lichtwelle ausübt. Die Theorie wird 
zunächst in erster Näherung durchgeführt, indem nur die zu ö proportionale Störung 
der Lichtwelle berücksichtigt wird [vgl. P.Debye, Physik Z. 33 (1932); dies. Zbl. 5, 
384]. Dann wird eine strengere Theorie entwickelt, welche auf die folgende Gleichung 
vom Mathieuschen Typus führt: 


2 „2 2 
ge” Ku + Boos: — 02 + Z=0; B= 5, 8.005200 


ec? 
(v, bzw.» Frequenz der Licht- bzw. Schallwelle, A Schallwellenlänge, & Parameter, 
ö, Konstante Amplitude in ö = Ö, cos2rvt cos = Die Resultate werden nur 
für den Fall kleiner Werte des Parameters h? — 2 2} diskutiert. V. Fock. 


Glaser, Walter: Zur geometrischen Elektronenoptik des axialsymmetrischen elektro- 
magnetischen Feldes. Z. Physik 81, 647—686 (1933). 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit des Verf. wird die Elektronenbewegung in 
einem vorgegebenen elektromagnetischen Feld (klassische Mechanik) als optischer 
Strahlengang in einem inhomogenen anisotropen Medium aufgefaßt. Der Brechungs- 
index u des Mediums ist im nichtrelativistischen Fall bis auf einen konstanten Faktor 
gleich FÜ FRE ET Fre 
a=V2Z(B-D+ Urs, 


wo ® das skalare, X das Vektorpotential und 8 den Einheitsvektor in der Strahlrich- 
tung bezeichnet. Verf. untersucht das Verhalten einer elektronenoptischen Linse, die 
aus axialsymmetrischem elektrischen und magnetischen Feld und Raumladung besteht. 
Es wird gezeigt, daß im betrachteten axialsymmetrischen Fall das Problem auf das- 
jenige eines isotropen Mediums reduziert werden kann. Daraus folgt, daß die Bild- 
fehler qualitativ die gleichen sind wie in der geometrischen Optik. Dazu kommt noch 
als spezieller Bildfehler des elektromagnetischen Feldes die Bildzerdrehung (vgl. dies. 
Zbl. 6, 279). V. Fock (Leningrad). 


